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 Прапануемы дапаможнік змяшчае навучальны матэрыял па адным з 
важнейшых раздзелаў матэматычнага аналізу – раздзелу «Дыферэнцыяльнае 
злічэнне функцый некалькіх зменных». 
 Дапаможнік напісаны з улікам патрабаванняў дзяржайнага 
адукацыйнага стандарта вышэйшай адукацыі спецыяльнасці 1–02 05 03–02 
«Матэматыка. Інфарматыка». Яго змест цалкам адпавядае тыпавой вучэбнай 
праграме па матэматычным аналізе для адзначанай спецыяльнасці.  
Дапаможнік складаецца з тэарэтычнай і практычнай частак. Кожная 
частка разбітая на параграфы. У першай частцы даецца тэарэтычны 
матэрыял. Пры выкладанні тэорыі асаблівая ўвага звярталася на пытанні, 
глыбокае разуменне якіх неабходна для паспяховага выкладання матэматыкі 
ў школе. Дастаткова строгае и поўнае выкладанне тэарэтычнага матэрыялу 
суправаджаецца вялікай колькасцю ілюстрацыйных прыкладаў. 
Аўтары выдання імкнуліся максімальна ўлічыць дастасоўную 
накіраванасці курса матэматычнага аналізу, каб матэрыял кнігі садзейнічаў 
фарміраванню ведаў, уменняў і навыкаў, неабходных для дастасавання ідэй і 
метадаў матэматычнага аналізу. 
У другой частцы прапаноўваюцца задачы з адказамі для самастойнага 
рашэння, што дазволіць выкладчыку арганізаваць эфектыўную працу 
студэнтаў пры вывучэнні раздзела «Дыферэнцыяльнае злічэнне функцый 
некалькіх зменных» курса матэматычнага аналізу. Для праверкі ведаў 
студэнтаў ў дапаможніку маюцца заданні, сфармуляваныя ў выглядзе тэстаў, 
а таксама восем варыянтаў кантрольнай работы. 
Сістэматычная праца з выкарыстаннем дапаможніка 
«Дыферэнцыяльнае злічэнне функцый некалькіх зменных» забяспечыць 
студэнту неабходны мінімум ведаў па адпаведным раздзеле курса 
матэматычнага аналізу, будзе стымуляваць яго да далейшай больш 























§1. m -мерная эўклідава прастора 
 
З курса аналітычнай геаметрыі нам вядома, што калі на плоскасці 
пабудавана прамавугольная сістэма каардынат, то пры дапамозе яе можна 
ўстанавіць узаемна адназначную адпаведнасць паміж пунктамі плоскасці і 
ўпарадкаванымі парамі рэчаісных лікаў. Акрамя гэтага, мы ведаем, пры 
дапамозе якой формулы вылічваецца адлегласць паміж двума любымі 
пунктамі плоскасці. Калі абстрагавацца ад геаметрычных уяўленняў, то 
можна ўвесці паняцці каардынатнай плоскасці і эўклідавай плоскасці. 
Азначэнне 1. Каардынатнай плоскасцю называецца мноства 
разнастайных упарадкаваных пар ( )1 2,ξ ξ  рэчаісных лікаў 1 2,ξ ξ . Кожную 
такую ўпарадкаваную пару рэчаісных лікаў будзем называць пунктам 
каардынатнай плоскасці і абазначаць адной літарай, напрыклад, 
( )1 2: ,x x ξ ξ= . Лікі 1 2,ξ ξ  будзем называць каардынатамі пункта x . 
Азначэнне 2. Каардынатная плоскасць называецца эўклідавай, калі 
паміж двума любымі яе пунктамі ( )1 2,x ξ ξ=  і ( )1 2,y η η=  вызначана 
адлегласць ( ),x yρ  па наступнай формуле: 
( ) ( )2 21 1 2 2 .ρ ξ η ξ η= − + −  
Пры гэтым пункты каардынатнай плоскасці будзем называць пунктамі 
эўклідавай плоскасці. 
Заўвага 1. Як ужо было адзначана, калі на плоскасці пабудавана 
дэкартавая прамавугольная сістэма каардынат, то пры дапамозе яе можна 
ўстанавіць узаемна адназначную адпаведнасць паміж пунктамі эўклідавай 
плоскасці і пунктамі плоскасці. Пры гэтым адлегласць паміж двума любымі 
пунктамі эўклідавай плоскасці роўная адлегласці паміж двума адпаведнымі 
пунктамі плоскасці. 
Вельмі часта для нагляднасці замест пунктаў эўклідавай плоскасці 
разглядаюцца адпаведныя пункты плоскасці. 
Каардынатную плоскасць называюць таксама двухмернай 
каардынатнай прасторай, а эўклідаву плоскасць − двухмернай эўклідавай 
прасторай.  
Паняцці двухмернай каардынатнай прасторы і двухмернай эўклідавай 
прасторы можна абагульніць наступным чынам. 
Азначэнне 3. m -мернай каардынатнай прасторай называецца мноства 
разнастайных упарадкаваных сукупнасцяў ( )1 2, , , mξ ξ ξ  m  рэчаісных лікаў 
1 2, , , mξ ξ ξ . Кожную такую ўпарадкаваную сукупнасць  m  рэчаісных лікаў 
будзем называць пунктам m -мернай каардынатнай прасторы і абазначаць 
адной літарай, напрыклад, ( )1 2: , , , mx x ξ ξ ξ=  . 











Азначэнне 4. m -мерная каардынатная прастора нызываецца m -мернай 
эўклідавай прасторай mE , калі паміж двума любымі яе пунктамі 
( )1 2, , , mx ξ ξ ξ=   і ( )1 2, , , my η η η=   вызначана адлегласць ( ),x yρ  па 
наступнай формуле: 
( ) ( ) ( ) ( )22 21 1 2 2, .m mx yρ ξ η ξ η ξ η= − + − + + −    ( )1  
Пры гэтым пункты m -мернай каардынатнай прасторы будзем называць 
пунктамі m -мернай эўклідавай прасторы. 
Адзначым, што адлегласць паміж пунктамі m -мернай эўклідавай 
прасторы валодае наступнымі ўласцівасцямі: 
)1  ( ), 0,x yρ ≥  прычым ( ), 0x yρ =  тады і толькі тады, калі x y= ; 
)2  ( ) ( ), ,x y y xρ ρ=  для любых двух пунктаў ,x y  з прасторы mE ; 
)3  ),(),(),( zyyxzx ρρρ +≤  для пунктаў , ,x y z  прасторы mE . 
Апошнюю няроўнасць называюць няроўнасцю трохвугольніка. 
Праўдзівасць першых дзвюх уласцівасцяў відавочная, яна вынікае з 
формулы ( )1 . 
Каб даказаць трэцюю ўласцівасць, папярэдне дакажам наступную лему. 
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Паколькі ( ) 0F t ≥  для ўсіх t , то дыскрымінант разглядаемага 
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Адсюль і вынікае няроўнасць ( )2 . 
Дакажам зараз няроўнасць ( )3 . Скарыстаўшы няроўнасць ( )2 , будзем 
мець: 
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Адсюль і вынікае няроўнасць ( )3 . 
Цяпер ужо нескладана даказаць уласцівасць )3  адлегласці.  
Маем 
( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2, , , , , , , , , , , .m m mx y zξ ξ ξ η η η τ τ τ= = =    
Няхай , .k k k k k ka bξ η η τ= − = −  Скарыстаўшы зараз няроўнасць ( )3 , 
атрымаем: 
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г.зн.  
( ) ( ) ( ), , , .x z x y y zρ ρ ρ≤ +  
Уласцівасць )3  адлегласці даказалі. 
Заўвага 3. Аднамерная каардынатная прастора называецца таксама 
лікавай прамой. Аднамерная эўклідавая прастора называецца эўклідавай 
прамой. Такім чынам, эўклідавая прамая – гэта мноства разнастайных 
рэчаісных лікаў, у якім паміж двума любымі пунктамі (лікамі) ,x y  вызначана 
адлегласць па наступнай формуле: 
( ) ( )2, .x y x y x yρ = − = −  
Як было адзначана вышэй, двухмерную каардынатную прастору 
называюць каардынатнай плоскасцю, а двухмерную эўклідаву прастору – 
эўклідавай плоскасцю. Трохмерная каардынатная прастора называецца 
таксама каардынатнай прасторай, трохмерная эўклідава прастора – 
эўклідавай прасторай. 
 
§2. Розныя мноствы пунктаў m -мернай эўклідавай прасторы 
 
Няхай 0x −які-небудзь пункт прасторы mE , а ε −які-небудзь дадатны 
лік. 
Азначэнне 1. Мноства ўсіх пунктаў x  прасторы mE , для якіх 
выконваецца ўмова ( )0,x xρ ε≤ , называецца m -мерным шарам. Пункт 0x  
называецца цэнтрам гэтага шара, а лік ε −яго радыусам. 
Азначэнне 2. Мноства ўсіх пунктаў x  прасторы mE , для якіх 
выконваецца ўмова ερ <),( 0xx , называецца m -мерным адкрытым шарам з 
цэнтрам у пункце 0x  і радыусам ε . 
Адкрыты m -мерны шар з цэнтрам у пункце 0x  і радыусам ε  











Наваколлем пункта 0x  нызываецца любы адкрыты m -мерны шар, які 
змяшчае пункт 0x . 
Азначэнне 3. Мноства ўсіх пунктаў x  прасторы mE , для якіх 
выконваецца ўмова ( )0,x xρ ε= , называецца m -мернай  сферай з цэнтрам у 
пункце 0x  і радыусам ε . 
Заўвага 1. Адкрыты аднамерны шар (ε -наваколле пункта 0x ) 
называецца таксама інтэрвалам з цэнтрам у пункце 0x  і радыусам ε . 
Двухмерны шар з цэнтрам у пункце 0x  і радыусам ε  называецца таксама 
кругам з цэнтрам у пункце 0x  і радыусам ε . Адкрыты двухмерны шар з 
цэнтрам у пункце 0x  і радыусам ε  (ε -наваколле пункта 0x ) называецца 
таксама адкрытым кругам. Двухмерную сферу называюць таксама 
акружнасцю. Трохмерны шар называецца таксама шарам, адкрыты 
трохмерны шар − адкрытым шарам, трохмерную сферу − сферай. 
Няхай E  − адвольнае мноства пунктаў прасторы mE . 
Азначэнне 4. Мноства E  называецца абмежаваным, калі існуе m -
мерны шар, які змяшчае ўсе пункты гэтага мноства. 
 Азначэнне 5. Пункт 0 mx E∈  называецца лімітавым пунктам мноства 
E , калі любое наваколле гэтага пункта змяшчае прынамсі адзін пункт 
мноства E , які адрозны ад пункта 0x . 
Адзначым, што лімітавы пункт мноства можа як належаць дадзенаму 
мноству, так і не належаць яму. 
Можна даказаць наступнае сцвярджэнне: для таго каб пункт 0x  быў 
лімітавым пунктам мноства  E  неабходна і дастаткова, каб любое наваколле 
гэтага мноства змяшчала бясконцае мноства пунктаў мноства E . 
Азначэнне 6. Калі ў пункта Ex ∈0  існуе наваколле, якое не змяшчае 
ніякіх іншых пунктаў мноства E , акрамя самого пункта 0x , то гэты пункт 0x  
называецца ізаляваным пунктам мноства E . 
Адзначым наступнае: кожны пункт мноства E  з’яўляецца альбо 
лімітавым, альбо ізаляваным пунктам гэтага мноства. 
Прыклад 1. Няхай ( ) { }1;2 5E = ∪ . Лімітавыя пункты гэтага мноства 
ўтвараюць адрэзак [ ]1;2 , пункт 5 з’яўляецца ізаляваным пунктам дадзенага 
мноства. 
Азначэнне 7. Мноства E  называецца замкнутым, калі яно змяшчае ўсе 
свае лімітавыя пункты. 
Прыклад 2. [ ]1;2  − замкнутае мноства; [ ] { }1;2 5∪  − замкнутае мноства; 
( )1;2 − не з’яўляецца замкнутым мноствам. 
Азначэнне 8. Мноства E  называецца адкрытым, калі для любога  яго 
пункта існуе такое наваколле, усе пункты якога належаць мноству E . 











Азначэнне 9. Пункт 0 mx E∈  называецца гранічным пунктам мноства 
E , калі любое яго наваколле змяшчае як пункты, якія належаць мносту E , 
так і пункты, якія не належаць гэтаму мноству. 
Азначэнне 10. Мноства ўсіх гранічных пунктаў мноства E  называецца 
граніцай гэтага мноства. 
Азначэнне 11. Калі да абсягу далучыць граніцу, то атрымаем мноства 
пунктаў, якое называецца замкнутым абсягам. 
Азначэнне 12. Непарыўнай крывой у прасторы mE  называецца мноства 
ўсіх пунктаў ( )1 2, , , mx ξ ξ ξ=   гэтай прасторы, каардынаты якіх вызначаюцца 
раўнаннямі 
                                    ( ) ( ) ( )1 1 2 2, ,..., ,m mt t tξ ϕ ξ ϕ ξ ϕ= = =                                        (1) 
дзе ( ) ( ) ( )1 2, ,..., mt t tϕ ϕ ϕ − непарыўныя на адрэзку [ ]0;t T  функцыі. 
Раўнанні ( )1  называюцца параметрычнымі раўнаннямі дадзенай 
крывой. 
Азначэнне 13. Будзем казаць, што пункты ( )1 2, , , mx ξ ξ ξ′ ′ ′ ′=   і 
( )1 2, , , mx ξ ξ ξ′′ ′′ ′′ ′′=   можна злучыць непарыўнай крывой, калі існуе такая 
непарыўная крывая, якая вызначаецца раўнаннямі ( )1 , што 
( ) ( ) ( )1 1 0 2 2 0 0, ,..., ,m mt t tξ ϕ ξ ϕ ξ ϕ′ ′ ′= = =  
( ) ( ) ( )1 1 2 2, ,..., .m mT T Tξ ϕ ξ ϕ ξ ϕ′′ ′′ ′′= = =  
Азначэнне 14. Мноства E  прасторы mE  называецца звязным, калі 
любыя яго два пункты можна злучыць непарыўнай крывой, усе пункты якой 
належаць дадзенаму мноству. 
Прыклад 3. Круг − звязнае мноства. 
Прыклад 4. Разгледзім два кругі, з якіх адзін ляжыць унутры другога. 
Выключым з разгляду граніцы гэтых кругоў. Атрыманае мноства не 
з’яўляецца звязным. 
 
§3. Паслядоўнасці пунктаў прасторы mE  
 
Азначэнне 1. Калі кожнаму натуральнаму ліку n  паставіць у 
адпаведнасць адзін пэўны пункт n mx E∈ , то гавораць, што зададзена 
паслядоўнасць пунктаў прасторы mE : 
1 2, , , , .nx x x                    ( )1  
Паслядоўнасць пунктаў прасторы mE  абазначаюць і гэтак: { }nx . 
Адзначым, што лікавую паслядоўнасць мы атрымаем у выпадку 1m = . 
Азначэнне 2. Паслядоўнасць пунктаў прасторы mE  называецца 












Азначэнне 3. Пункт ma E∈  называецца лімітам паслядоўнасці ( )1  
пунктаў прасторы  mE , калі для любога ліку 0ε >  можна знайсці такі нумар 
N , што для ўсіх n N>  выконваецца няроўнасць ( ),nx aρ ε< . 
Калі пункт a  з’яўляецца лімітам паслядоўнасці ( )1 , то гэты факт 
запісваюць гэтак: lim nn x a→∞ = . 
Калі паслядоўнасць ( )1  мае сваім лімітам некаторы пункт a , то яна 
называецца збежнай да пункта a  або проста збежнай. 
Адзначым, што вядомае нам азначэнне ліміту лікавай паслядоўнасці  
з’яўляецца прыватным выпадкам азначэння 3, калі 1m = . 
Для знаходжання ліміту паслядоўнасці пунктаў прасторы mE  вельмі 
карыснай з’яўляецца наступная тэарэма. 
Тэарэма. Для таго, каб паслядоўнасць  
( ) ( ) ( )( ){ }1 2, , ,n n nn mx ξ ξ ξ=   
збягалася да пункта ( )1 2, , , ma α α α=  , неабходна і дастаткова, каб 
выконваліся наступныя ўмовы: 
( ) ( )lim 1,2, , .nk kn k mξ α→∞ = =                               ( )2  
Доказ. Дастатковасць. Дадзена, што ( ) ( )lim 1,2, , .nk kn k mξ α→∞ = =   
Трэба даказаць, што lim .nn x a→∞ =  Возьмем адвольны лік 0ε >  і разгледзім лік 
m
ε
. Згодна з умовамі  ( )2  будзем мець наступнае: для ліку 
m
ε  знойдзецца 
такі нумар kN , што для ўсіх kn N>  выконваецца няроўнасць 
( ) ( )1,2, , .nk k k mm
εξ α− < =           ( )3  
Знойдзем цяпер нумар ),...,,max( 21 mNNNN = . Зразумела, што для ўсіх  
n N>  усе няроўнасць ( )3  будуць выконвацца адначасова ( г.зн. пры 
1,2, ,k m=  ) . 
Таму для ўсіх n N>  будзем мець: 




ε ε ε< + + =  
Такім чынам, мы даказалі, што для любога ліку 0ε >  знойдзецца такі 
нумар N , што для ўсіх n N>  выконваецца няроўнасць ( ),nx aρ ε< . Гэта і 











Неабходнасць. Дадзена: lim .nn x a→∞ =  Трэба даказаць: 
( ) ( )lim 1,2, , .nk kn k mξ α→∞ = =   
Згодна з умовай для любога 0ε >  знойдзецца такі нумар N , што для 
ўсіх n N>  выконваецца няроўнасць ( ),nx aρ ε< , г.зн. 
( )( ) ( )( )2 21 1n nm mξ α ξ α ε− + + − < . 
Адсюль вынікае, што  
( )( ) ( )21 1 1 1 ,n nξ α ξ α ε− = − <  
 
( )( ) ( )2n nm m m mξ α ξ α ε− = − <  
для ўсіх n N> . 
Такім чынам, мы даказалі, што для любога 0ε >  знойдзецца такі нумар  
N , што для ўсіх n N>  выконваюцца наступныя няроўнасці: 
( ) ( )
1 1 , , .
n n
m mξ α ε ξ α ε− < − <  
Гэта і сведчыць аб тым, што 
( ) ( )
1 1lim , , lim .
n n
m mn n




Прыклад. Разгледзім наступную паслядоўнасць пунктаў эўклідавай 
плоскасці: 




π +  =  +  
 
Паколькі 











то згодна з тэарэмай будзем мець, што lim nn x a→∞ = , дзе ( )2,a π= . 
 
§4. Паняцце функцыі некалькіх зменных 
 
I. Паняцце функцыі некалькіх зменных 
 
Пункты прасторы mE  будзем абазначаць наступным чынам: 
( )1 2, , , .mM ξ ξ ξ  У выпадку 1,2,3m =  будзем карыстацца адпаведна 
наступнымі абазначэннямі: ( ) ( ) ( ), , , , , .M x M x y M x y z  











Азначэнне 1. Калі кожнаму пункту M  з мноства E  пунктаў m –мернай 
эўклідавай прасторы пастаўлены ў адпаведнасць адзін пэўны рэчаісны лік u , 
то гавораць, што на мностве E  зададзена функцыя ( )u f M= . 
 Пры гэтым мноства E  называецца абсягам вызначэння дадзенай 
функцыі. 
Дадзеную функцыю называюць таксама функцыяй пункта M . Яе 
абазначаюць таксама наступным чынам: ( )1 2, , , mu f ξ ξ ξ=   і называюць 
функцыяй m  зменных 1 2, , , mξ ξ ξ .  
У выпадку 1,2,3m =  будзем карыстацца адпаведна наступнымі 
абазначэннямі: 
);,(),();(),( yxfzMfzxfyMfy ====  
( ) ( ), , , .u f M u f x y z= =  
Прыклад 1. 2 3 4.z x y= + −  
Абсягам вызначэння гэтай функцыі з’яўляецца ўся эўклідавая плоскасць. 
Заўвага 1. Калі функцыя m  зменных зададзена формулай, то пад 
натуральным абсягам вызначэння (карацей пад абсягам вызначэння) яе 
разумеюць мноства тых пунктаў прасторы mE , для якіх дадзеная формула 
мае сэнс. 
Прыклад 2. Знайсці абсяг вызначэння функцыі ( )ln .z y x= −  
Рашэнне. Абсягам вызначэння гэтай функцыі з’яўляецца мноства тых 




Рыс. 1.  
г.зн. мноства пунктаў плоскасці, якія ляжаць над прамой y x= . 
Прыклад 3. Знайсці абсяг вызначэння функцыі 2 2 21 .u x y z= − − −  
Рашэнне. Абсягам вызначэння гэтай функцыі з’яўляецца мноства тых 
пунктаў прасторы, для якіх  2 2 21 0,x y z− − − ≥   г.зн. 2 2 2 1.x y z+ + ≤  Гэтым 











II. Графік функцыі дзвюх зменных 
 
Няхай дадзена функцыя ( ),z f x y= , абсягам вызначэння якой 
з’яўляецца мноства E . Мноства E  геаметрычна адлюстроўваецца, як 







Рыс. 2  
Возьмем адвольны пункт ( ),x y  з гэтага мноства і знойдзем адпаведнае 
значэнне функцыі: ( ),z f x y= . Пабудуем пункт ( ), , ,P x y z дзе ( ),z f x y=  
(рыс.2). 
Мноства ўсіх пабудаваных такім чынам пунктаў P  называецца 
графікам дадзенай функцыі. 
Прыклад 4. Разгледзім функцыю 2 2.z x y= +  Графікам дадзенай 































III. Лініі ўзроўню функцыі дзвюх зменных 
 
Азначэнне 2. Лініяй узроўню функцыі ( ),z f x y=  называецца лінія 
( ),f x y c= , ва ўсіх пунктах якой дадзеная функцыя мае адно і тое ж значэнне 
.z c=  
Іншымі словамі: лініяй узроўню функцыі ( ),z f x y=  называецца 
праекцыя на плоскасць xOy  той лініі, якая атрымаецца пры перасячэнні 
графіка дадзенай функцыі плоскасцю .z c=  
Адзначым, што, калі мы даследуем лініі ўзроўню якой-небудзь 
функцыі, мы атрымліваем уяўленне пра графік дадзенай функцыі. 
Прыклад 5. Знайсці лініі ўзроўню функцыі 2 2.z x y= +  
Рашэнне. Мяркуем ,z c=  атрымліваем раўнанне 2 2x y c+ =  сукупнасці 




Рыс. 4  
 
§5. Паняцце ліміту функцыі некалькіх зменных 
 
Няхай функцыя ( )u f M=  вызначана ў некаторым наваколлі пункта 
( )0 0 00 1 2, , , ,mM ξ ξ ξ  акрамя можа самога пункта 0M . У гэтым наваколлі 
разгледзім адвольную паслядоўнасць пунктаў { },nM  якая збягаецца да 0M , і 
элементы якой адрозныя ад 0M . Далей разгледзім адпаведную паслядоўнасць 
( ){ }nf M  значэнняў дадзенай функцыі.  
Азначэнне 1. Лік A  называецца лімітам функцыі ( )f M  у пункце 0M  
( )0або пры M M→ , калі для любой паслядоўнасці { }nM , якая збягаецца да 
0M , і элементы якой адрозныя ад 0M , адпаведная паслядоўнасць ( ){ }nf M  











Можна даказаць (пры дапамозе  аналагічных разважанняў, як і ў 
выпадку )1m = , што гэтае азначэнне раўназначнае наступнаму азначэнню. 
Азначэнне 2. Лік A  называецца лімітам функцыі ( )f M  у пункце 0M  
( )0або пры M M→ , калі для любога ліку 0ε > можна знайсці такі лік 0,δ >  
што для ўсіх пунктаў M , якія задавальняюць умове ( )00 , ,M Mρ δ< <  
выконваецца няроўнасць  
( ) .f M A ε− <  
Калі лік A  з’яўляецца лімітам функцыі ( )f M  у пункце 0M , то гэты факт 




























Аналагічным чынам, як і ў выпадку 1,m =  можна даказаць тэарэму пра 
ліміт сумы, рознасці, здабытку і дзелі функцый. 
Сфармулюем гэтую тэарэму. 
Тэарэма 1. Калі існуюць ліміты функцый ( )f M  і ( )Mϕ пры 0M M→ , 




 (дзель пры ўмове, 






≠  пры 0M M→  таксама маюць ліміты, прычым 
( ) ( )( ) ( ) ( )
0 0 0
lim lim lim ,
M M M M M M
f M M f M Mϕ ϕ
→ → →
± = ±  
( ) ( )( ) ( ) ( )
0 0 0
lim lim lim ;
M M M M M M
f M M f M Mϕ ϕ
→ → →
=  
( ) ( )
0 0
lim lim ,
M M M M
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Дакажам, што дадзеная функцыя ў пункце ( )0,0O  не мае ліміту. 
Для доказу разгледзім наступныя дзве паслядоўнасці пунктаў: 
1 1 2 1, , , .n nM Mn n n n
      ′      
      
 Кожная з гэтых паслядоўнасцяў збягаецца да 
пункта ( )0,0O . Адпаведныя паслядоўнасці значэнняў дадзенай функцыі 
будуць такімі:  
1 1 1 1, , , , , ,
2 2 2 2
   
2 2 2 2, , , , , .
5 5 5 5
   






, значыць, не 
збягаюцца да аднаго і таго ж ліку. 
Таму дадзеная функцыя ў пункце ( )0,0O  не мае ліміту. 
Азначэнне 3. Функцыя ( )Mα  называецца бясконца малой у пункце 







Як і ў выпадку 1=m  для бясконца малых функцый некалькіх зменных 
можна даказаць шэраг тэарэм. У прыватнасці, мае месца наступная тэарэма. 
Тэарэма 2. Для таго, каб функцыя ( )f M  у пункце 0M  мела ліміт, 
роўны A , неабходна і дастаткова, каб яе можна было запісаць у наступным 
выглядзе:  
( ) ( ),f M A Mα= +  
дзе ( )Mα  – бясконца малая функцыя ў пункце 0M . 
Параўнанне бясконца малых функцый можна ажыццявіць такім жа 
чынам, як і ў выпадку 1m = . 
 
§6. Паняцце непарыўнасці функцыі некалькіх зменных. Асноўныя 
ўласцівасці непарыўных функцый 
 
III. Паняцце непарыўнасці функцыі некалькіх зменных 
 
Няхай функцыя ( )u f M=  вызначана на мностве mE E⊂ . 
Азначэнне 1.  Функцыя ( )u f M=  называецца непарыўнай у пункце 
0M E∈ , калі для любой паслядоўнасці }{ nM , якая збягаецца да пункта 0M , і 
элементы якой належаць мноству E , адпаведная паслядоўнасць )}({ nMf  
значэнняў дадзенай функцыі збягаецца да ліку ( )0f M . 











Азначэнне 2. Функцыя ( )u f M=  называецца непарыўнай у пункце 
0M E∈ , калі для любога ліку 0ε >  існуе такі лік 0,δ > што для ўсіх пунктаў 
M E∈ , якія задавальняюць умове ( )0,M Mρ δ< , выконваецца няроўнасць 
( ) ( )0 .f M f M ε− <  
Адзначым наступнае: з азначэнняў непарыўнасці вынікае, што 
функцыя ( )u f M=  будзе непарыўнай у кожным ізаляваным пункце мноства 
E . 
Няхай функцыя ( )u f M=  вызначаная ў пункце ( )0 0 00 1 2, , , mM ξ ξ ξ  і ў 
некаторым наваколлі гэтага пункта. У гэтым выпадку азначэнне 
непарыўнасці можна сфармуляваць наступным чынам. 
Азначэнне 3.Функцыя ( )u f M= называецца непарыўнай у пункце 
( )0 0 00 1 2, , , mM ξ ξ ξ , калі  
       ( ) ( )
0
0limM M f M f M→ =                                            ( )1  
Сфармулюем яшчэ адно азначэнне  непарыўнасці, раўназначнае 























1210 mm ffMfMfu ξξξξξξ −=−=∆  
называецца прыростам ці поўным прыростам функцыі ў пункце 0M . 
















     (2)  
Таму азначэнне непарыўнасці можна сфармуляваць наступным чынам. 
Азначэнне 4. Функцыя ( )u f M=  называецца непарыўнай у пункце 
0M , калі бясконца малым прыростам незалежных зменных адпавядае 
бясконца малы прырост функцыі, г.зн. калі мае месца роўнасць ( )2 . 
Адзначым, што вывучаемае намі паняцце непарыўнасці функцыі ў 











зменных. Існуе таксама і паняцце непарыўнасці функцыі па асобных 
незалежных зменных. Разгледзім гэтае паняцце для функцыі дзвюх зменных. 
Азначэнне 5. Функцыя ( ),f x y  дзвюх зменных ,x y  называецца 
непарыўнай у пункце ( )0 0,x y  па зменнай x , калі функцыя ( )0,f x y  адной 
зменнай x  непарыўная ў пункце 0x .  
Аналагічна вызначаецца непарыўнасць функцыі ( ),f x y  у пункце 
( )0 0,x y  па зменнай y . Нескладана заўважыць, што з непарыўнасці функцыі 
( ),f x y  у пункце ( )0 0,x y па сукупнасці зменных ,x y  вынікае непарыўнасць 
гэтай функцыі ў разглядаемым пункце як па зменнай x , так і па зменнай y  у 
асобнасці. Аднак адваротнае сцвярджэнне не заўсёды мае месца. 








x yf x y
x y
 + > += 
 + =
 
Дадзеная функцыя ў пункце ( )0,0O  не мае ліміту (глядзі § )5 , таму 
яна не з’яўляецца непарыўнай ў пункце ( )0,0O  па сукупнасці зменных ,x y . 
Аднак дадзеная функцыя будзе непарыўнай ў пункце ( )0,0O  як па зменнай 
x , так і па зменнай y . 
Сапраўды, як лёгка заўважыць,  ( ),0 0f x =  для ўсіх  x , таму функцыя 
( ),0f x  непарыўная ў пункце 0 0x = .  Нескладана бачыць, што  ( )0, 0f y =  
для ўсіх y , таму функуыя ( )0,f y  непарыўная ў пункце 0 0y = . Усё гэта 
сведчыць аб тым, што дадзеная функцыя ( ),f x y  будзе непарыўнай у пункце 
( )0,0O  як па зменнай x , так і па зменнай y . 
Азначэнне 6. Няхай дадзена функцыя ( )u f M= , абсягам вызначэння 
якой з’яўляецца мноства mE E⊂ . Пункты мноства E , у якіх дадзеная 
функцыя з’яўляецца непарыўнай, называюцца пунктамі непарыўнасці 
дадзенай функцыі.  
Пункты мноства E , у якіх дадзеная функцыя не з’яўляецца 
непарыўнай, называюцца пунктамі разрыву дадзенай функцыі. Акрамя 
гэтага, да пунктаў разрыву функцыі ( )u f M=  дамовімся далучаць тыя 
пункты прасторы mE , якія з’яўляюцца лімітавымі пунктамі мноства E , але не 
належаць гэтаму мноству. 






 – мноства ўсіх 
пунктаў плоскасці, акрамя пунктаў, якія ляжаць на лініі ( )парабале  2y x= . 
Ва ўсіх пунктах свайго абсягу вызначэння дадзеная функцыя з’яўляецца 
непарыўнай.  Мноствам пунктаў разрыву дадзенай функцыі будзе лінія 











Кажуць, што дадзеная функцыя мае лінію разрыву. 
 
IV. Уласцівасці непарыўных функцый 
 
Тэарэма 1. Няхай функцыі ( ) ( ),f M Mϕ  вызначаны на мностве 
mE E⊂ . Калі дадзеныя функцыі непарыўныя ў пункце EM ∈0 , то 
непарыўнымі ў гэтым пункце з’яўляюцца таксама наступныя функцыі:  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
, ,
f M




± ⋅  
( )( )0дзель пры ўмове, што 0 .Mϕ ≠  
У праўдзівасці тэарэмы 1 лёгка пераканацца, калі скарыстаць азначэнне 
непарыўнасці 1. 
Пяройдзем цяпер да тэарэмы пра непарыўнасць складанай функцыі. Не 
будзем яе фармуляваць у агульным выпадку, а разгледзім толькі два 
прыватныя выпадкі. 
Тэарэма 2. Няхай функцыі ( ) ( ),u x xϕ υ= = Ψ  непарыўныя  ў пункце 
0x , а функцыя ( ),z f u υ=  непарыўная ў адпаведным пункце ( )0 0,u υ , дзе 
( ) ( )0 0 0 0,u x xϕ υ= = Ψ . Тады функцыя ( ) ( )( ),z f x xϕ= Ψ  будзе непарыўнай у 
пункце 0x . 
Функцыя ( ) ( )( ),z f x xϕ= Ψ  называецца складанай функцыяй. Яе 
абазначаюць таксама наступным чынам: 
( ) ( ) ( ), , , .z f u u x xυ ϕ υ= = = Ψ  
Тэарэма 3. Няхай функцыі ),(),,( yxvyxu Ψ==ϕ  непарыўныя ў пункце 
( )0 0,x y , а функцыя ( ),z f u υ= непарыўная ў адпаведным пункце ( )0 0,u υ , дзе 
( ) ( )0 0 0 0 0 0, , ,u x y x yϕ υ= = Ψ . Тады функцыя ( ) ( )( ), , ,z f x y x yϕ= Ψ  будзе 
непарыўнай у пункце ( )0 0,x y . 
Функцыя ( ) ( )( ), , ,z f x y x yϕ= Ψ  называецца складанай. Яе 
абазначаюць таксама гэтак: 
( ) ( ) ( ), , , , , .z f u u x y x yυ ϕ υ= = = Ψ  
Тэарэмы 2 і 3 лёгка даказаць, калі скарыстаць азначэнне  
непарыўнасці 1. 
Азначэнне 7. Няхай функцыя ( )f M  вызначаная на мностве mE E⊂ . 
Дадзеная функцыя называецца непарыўнай на мностве  E , калі яна 
з’яўляецца непарыўнай у кожным пункце гэтага мноства. 
Азначэнне 8. Няхай функцыя ( )f M  вызначаная на мностве mE E⊂ . 
Дадзеная функцыя называецца раўнамерна непарыўнай на мностве E , калі 











пунктаў , ,M M′ ′′  якія належаць мноству E   і задавальняюць умове 
( ),M Mρ δ′ ′′ < , выконваецца няроўнасць  
( ) ( )f M f M ε′ ′′− < . 
Тэарэма 4 (першая тэарэма Вейерштраса). Калі функцыя ( )f M  
непарыўная  на замкнутым абмежаваным мностве E , то яна будзе 
абмежаванай на гэтым мностве. 
Тэарэма 5 (другая тэарэма Вейерштраса). Калі функцыя ( )f M  
непарыўная на замкнутым абмежаваным мностве E , то на гэтым мностве яна 
мае найменшае і найбольшае значэнні. 
Тэарэма 6 (тэарэма Кантара). Калі функцыя ( )f M  непарыўная на 
замкнутым абмежаваным мностве E , то яна і раўнамерна непарыўная на 
гэтым мностве. 
 
§7. Частковыя вытворныя функцыі некалькіх зменных 
 
I. Паняцце частковых вытворных 
 
Няхай функцыя ( ),z f x y=  вызначаная ў абсягу E . Разгледзім 
адвольны пункт ( ),x y  з гэтага абсягу ( )рыс.5 . 
 C y
X0
(x, y) (х )+   x, y
Е
Рыс. 5  
Дадзім x  прырост x∆ . Атрымаем пункт ),( yxx ∆+ . Будзем меркаваць, 
што пункт ( ), yxx ∆+  таксама належыць абсягу E . 
Разгледзім рознасць 
),(),( yxfyxxfzx −∆+=∆ . 






















 пры 0→∆x , то ён 
называецца частковай вытворнай па x  функцыі ( ),f x y  у пункце ( ),x y  і 









, ці ),( yxf x′ . 





















Аналагічна вызначаецца і абазначаецца частковая вытворная па 




























Заўвага 1. З азначэння зразумела, што частковая вытворная па x  
функцыі ( ),f x y  уяўляе сабой звычайную вытворную функцыі адной 
зменнай x  пры фіксаваным y . Аналагічнае можна адзначыць пра частковую 
вытворную функцыі ( ),f x y  па y . Адсюль вынікае, што частковыя 
вытворныя можна вылічваць пры дапамозе тых жа правіл, што і звычайныя.  
Прыклад 1. 
3 2
sin .x yz xy e += +  
3 2 3 22cos 3 , cos 2 .x y x yz zy xy x e x xy y e
x y
+ +∂ ∂= + ⋅ = + ⋅
∂ ∂
 
Заўвага 2. Зусім аналагічна вызначаюцца, абазначаюцца і вылічваюцца 
частковыя вытворныя функцыі любога ліку зменных. 
 
II. Геаметрычны сэнс частковых вытворных функцыі дзвюх 
зменных 
 
Няхай функцыя ( ),z f x y=  у пункце ( )0 0,x y  мае частковыя вытворныя па 
x  і па y . Высветлім геаметрычны сэнс ( )0 0,xf x y′ . 
( )0 0,xf x y′  можна вылічваць наступным чынам. У выразе ( ),f x y  
мяркуем 0y y= . Атрымаем функцыю адной зменнай x : ( )0,f x y . Знаходзім 








 Гэта і 
будзе ( )0 0,xf x y′ . 






























 ёсць вуглавы каэфіцыент датычнай да 
графіка функцыі ( )0,f x y  у пункце 0x . Але графікам гэтай функцыі будзе 
лінія, уздоўж якой перасякаецца паверхня ( ),z f x y=  з плоскасцю 0y y=  








Таму ( )0 0,xf x y′  ёсць вуглавы каэфіцыент адносна восіOx  датычнай у 
пункце ( )0 0 0 0, ,M x y z  да лініі перасячэння паверхні ( ),z f x y=  плоскасцю 
0y y= : 
( )0 0, .xf x y tgα′ =  
Аналагічна, ( )0 0,yf x y′  ёсць вуглавы каэфіцыент адносна восі Oy  
датычнай у пункце ( )0 0 0 0, ,M x y z  да лініі перасячэння паверхні ( ),z f x y=  











Заўвага 3. У выпадку функцыі адной зменнай з існавання вытворнай у 
пункце вынікае непарыўнасць функцыі ў разглядаемым пункце. У выпадку 
функцыі некалькіх зменных з існавання ўсіх частковых вытворных у пункце 
не вынікае (у агульным )выпадку  непарыўнасць дадзенай функцыі ў 
разглядаемым пункце. 









x yf x y
x y
 + > += 
 + =
 
Гэтая функцыя ў пункце ( )0,0O  не з’яўляецца непарыўнай (глядзі  § 
)6 . Аднак, у гэтым пункце дадзеная функцыя мае абедзве частковыя 
вытворныя. Сапраўды,  ( ),0 0f x =  для ўсіх x , таму ( )0,0 0xf ′ = . Для ўсіх 
y ( )0, 0f y = , таму ( )0,0 0yf ′ = . 
 
§ 8. Частковыя вытворныя вышэйшых парадкаў 
 
Няхай функцыя ( )yxfz  ,=  у кожным пункце абсягу Е мае частковыя 
вытворныя 










Гэтыя частковыя вытворныя з’яўляюцца функцыямі ад х, у, вызначанымі ў 








∂   i   у некаторых пунктах абсягу 
Е таксама маюць частковыя вытворныя па х і па у. 








∂   i   
называюцца частковымі вытворнымі другога парадку для функцыі 
( )yxfz  ,= . Яны абазначюцца наступным чынам: 






























































































Калі зыходзіць з частковых вытворных другога парадку, то аналагічна 












Звернем нашу ўвагу на частковыя вытворныя функцыі ( )yxfz  ,= , 
узятыя па розных зменных:  
.    ... , , , , '''f'''f''f''f xyxхxуухxу  
Яны называюцца змешанымі частковымі вытворнымі дадзенай функцыі. 
Прыклад 1. Няхай .еухz ух++= 2  
Маем: 




















































Узнікае пытанне: выпадкова гэта ці не? Адказ на гэта пытанне дае 
наступная тэарэма. 
Тэарэма 1. Няхай у некаторым наваколлі пункта ( )00  , ух  функцыя 
( )ухfz  ,=  мае змешаныя вытворныя ,''f ху  .''f ух  Калі гэтыя змешаныя 
вытворныя непарыўныя ў пункце ( )00  , ух , то яны роўныя паміж сабой у 
гэтым пункце: 
( ) ( ). ,  , 0000 ух''fух''f ухxу =  
Доказ. Згодна з умовай тэарэмы ў некаторым наваколлі пункта ( )00  , ух  
(абазначым гэтае наваколле праз G) функцыя ( )ухfz  ,=  мае змешаныя 
вытворныя ( )ух''f ху  ,  і ( ). , ух''f ух  Таму ў гэтым наваколлі дадзеная функцыя 
мае частковыя вытворныя 'f х  і 'f у . 
Дадзім 0х  прырост х∆ , а 0у  – прырост у∆ . Атрымаем пункт 
( )уухх ∆+∆+ 00  , . Будзем меркаваць, што гэты пункт належыць абсягу G.  
Разгледзім выраз 
( ) ( ) ( ) ( ).ухfуухfуххfууххf 00000000  , , , , +∆+−∆+−∆+∆+=∆  
Запішам яго пры дапамозе дапаможнай функцыі  
( ) ( ) ( ).ухfуухfx 00  , , −∆+=ϕ  
Зразумела, што  
( ) ( ).00 ххх ϕϕ −∆+=∆      (1) 
Паколькі ў абсягу G існуе частковая вытворная 'f х , то функцыя ( )xϕ  на 
адрэзку [ ]ххх ∆+00  ,  мае вытворную 
( ) ( ) ( ).ух'fуух'fx' хх 00  , , −∆+=ϕ  
Таму правую частку роўнасці (1) можна пераўтварыць пры дапамозе тэарэмы 
Лагранжа. Атрымаем: 











дзе .Q 10 1 <<  
Выраз, які стаіць у квадратовых дужках, з’яўляецца рознасцю 
значэнняў функцыі ( )уxQх'f х  ,Δ10 +  на канцах адрэзка [ ]yyy ∆+00  , . Таму 
гэты выраз таксама можна пераўтварыць пры дапамозе тэарэмы Лагранжа. 
Канчаткова атрымаем: 
( ) , , 2010 уxуQуxQx''f хy ∆∆∆+∆+=∆     (2) 
дзе ,10 1 <<Q  .Q 10 2 <<  
Увядзем зараз у разгляд яшчэ адну дапаможную функцыю:  
( ) ( ) ( ).ухfуххfу  , , 00 −∆+=ψ  
Пры дапамозе гэтай дапаможнай функцыі выраз ∆  можна запісаць у 
наступным выглядзе: 
( ) ( ).yyy 00 ψ−∆+ψ=∆  
Калі здзейсніць пераўтварэнні, аналагічныя ранейшым пераўтварэнням, то 
прыходзім да наступнай роўнасці: 
( ) , , 4030 уxуQуxQx''f ух ∆∆∆+∆+=∆     (3) 
дзе ,10 3 <<Q  .Q 10 4 <<  
З роўнасцяў (2) і (3) вынікае роўнасць 
( ) ( ).уQуxQx''fуQуxQx''f уххy ∆+∆+=∆+∆+ 40302010  , ,   (4) 
Калі 0→∆х , 0→∆у , то аргументы абедзвюх змешаных вытворных 
імкнуцца адпаведна да 00  , ух , і па непарыўнасці самі змешаныя вытворныя 
імкнуцца да сваіх значэнняў у пункце ( )00  , ух . Таму, калі ў роўнасці (4) 
перайсці да ліміту пры 0→∆х , 0→∆у , то атрымаем 
( ) ( ).уx''fуx''f уххy 0000  , , =  
Заўвага 1. Калі частковыя вытворныя ''f хy  і ''f ух  не з’яўляюцца 
непарыўнымі ў пункце ( )00  , ух , то роўнасць ( ) ( )0000  , , уx''fуx''f уххy =  можа і 
не мець месца. 
Прыклад 2. Разгледзім функцыю 
( )  
.0   калі                0,











































yxyyx'f х  
( ) .'f х 00 ,0 =  
Калі ,0=х  то пры любым у (у тым ліку і пры 0=у ) будзем мець, што 











( ) .у''f ху 1 ,0 −=  Адсюль вынікае, у прыватнасці, што ў пункце ( )0 ,0  
( ) .''f ху 10 ,0 −=  
Калі такім жа чынам вылічыць ''f ух  у пункце ( )0 ,0 , то атрымаем 
( ) .''f ух 10 ,0 =  
Такім чынам, для разглядаемай функцыі 
( ) ( ).''f''f уххy 0 ,00 ,0 ≠  
Вынік з тэарэмы 1. Калі змешаныя вытворныя парадку 2>n  функцыі 
( )yxfz  ,=  адрозніваюцца паміж сабой толькі парадкам дыферэнцавання і 
непарыўныя ў некаторым пункце, то яны роўныя паміж сабой у гэтым 
пункце. 
Доказ. Няхай, напрыклад, у пункце ( )00  , ух  непарыўныя наступныя 
змешаныя вытворныя: ,'''f хху  '.''f хух  Дакажам, што  




=   ( ) '.''f'''f
ухххyх
=  
Калі зараз скарыстаць тэарэму 1 да функцыі ,'f х  то атрымаем роўнасць (5). 
Заўвага 2. Мы вызначылі частковыя вытворныя вышэйшых парадкаў 
для функцый дзвюх зменных. Аналагічна вызначаюцца частковыя вытворныя 
вышэйшых парадкаў для функцый любога ліку зменных. Для такіх функцый 
мае месца наступная тэарэма. 
Тэарэма 2. Калі змешаныя вытворныя парадку 2≥n  функцыі 
некалькіх зменных адрозніваюцца паміж сабой толькі парадкам 
дыферэнцавання і з’яўляюцца непарыўнымі ў некаторым пункце, то яны 
роўныя паміж сабой у гэтым пункце. 
 
§ 9. Паняцці дыферэнцавальнасці і дыферэнцыяла функцыі некалькіх 
зменных 
 
I. Паняцце дыферэнцавальнасці функцыі некалькіх зменных 
 
Няхай функцыя ( )yxfz  ,=  вызначаная ў абсягу Е. У гэтым абсягу 
разгледзім які-небудзь пункт ( )yx  , . Дадзім х прырост х∆ , у – прырост у∆ . 
Атрымаем пункт ( )уухх ∆+∆+  , . Будзем меркаваць, што гэты пункт таксама 
належыць абсягу Е. Разгледзім поўны прырост дадзенай функцыі ў пункце 
( )yx  , : ( ) ( ).ухfууххfz  , , −∆+∆+=∆  
Азначэнне 1. Функцыя ( )yxfz  ,=  называецца дыферэнцавальнай у 
пункце ( )yx  , , калі яе поўны прырост у гэтым пункце можна запісаць у 
наступным выглядзе: 












дзе А, В – некаторыя лікі, якія не залежаць ад х∆ , у∆ ; α , β  – бяскоца малыя 
функцыі пры 0→∆х , 0→∆у . 
Роўнасць (1) называецца ўмовай дыферэнцавальнасці функцыі ( )yxfz  ,=  у 
пункце ( )yx  , . 
Тэарэма 1. Калі функцыя ( )yxfz  ,=  дыферэнцавальная ў пункце 
( )ух  , , то яна будзе непарыўнай у гэтым пункце. 











Гэта і сведчыць аб тым, што дадзеная функцыя непарыўная ў пункце ( )ух  , .  
Тэарэма 2. Калі функцыя ( )yxfz  ,=  дыферэнцавальная ў пункце 












Доказ. Ва ўмове дыферэнцавальнасці мяркуем 0=∆у , 0≠∆х . 
Атрымаем 






∆      (2) 
Паколькі 0→α  пры 0→∆х , то, калі ў роўнасці (2) перайсці да ліміту пры 












∂   













=∆    (1’) 
дзе   β,α  – бясконца малыя функцыі пры 0→∆х , 0→∆у . 
Заўвага 1. Як было даказана вышэй, з дыферэнцавальнасці функцыі 
дзвюх зменных у пункце вынікае існаванне абедзвюх яе частковых 
вытворных у гэтым пункце. Аднак адваротнае сцвярджэнне можа і не мець 
месца. 
Прыклад 1. Разгледзім функцыю 
( )  
0   калі            0,




























Дадзеная функцыя ў пункце ( )0 ,0  мае абедзве частковыя вытворныя: 
( ) 00 ,0 ='f х , ( ) .'f у 00 ,0 =  Аднак дадзеная функцыя не з’яўляецца 
дыферэнцавальнай у пункце ( )0 ,0 , бо ў процілеглым выпадку яна была б 
непарыўнай у гэтым пункце (тэарэма 1), але, як было даказана раней, 
дадзеная функцыя не з’яўляецца непарыўнай у пункце ( )0 ,0 . 
Вывучым цяпер адну важную дастатковую прымету 
дыферэнцавальнасці функцыі дзвюх зменных. 
Тэарэма 3. Калі ў некаторым наваколлі пункта ( )ух  ,  функцыя 
( )yxfz  ,=  мае абедзве частковыя вытворныя і, акрамя гэтага, гэтыя 
частковыя вытворныя непарыўныя ў пункце ( )ух  , , то дадзеная функцыя 
дыферэнцавальная ў разглядаемым пункце. 
Доказ. Разгледзім тое наваколле пункта ( )ух  , , у якім дадзеная 
функцыя мае абедзве частковыя вытворныя. У гэтым наваколлі разгледзім 
яшчэ адзі пункт ( )уухх ∆+∆+  , . Далей разгледзім поўны прырост дадзенай 
функцыі у пункце ( )ух  , :  
( ) ( ).yxfууххfz  , , −∆+∆+=∆  
Запішам яго ў наступным выглядзе: 
( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ].yxfуухfyyxfууххfz  , , , , −∆++∆+−∆+∆+=∆  (3) 
Правая частка роўнасці (3) уяўляе сабой суму двух складнікаў, якія 
запісаны ў квадратовых дужках. Зафіксуем сваю ўвагу на кожным складніку 
ў асобнасці.  
Другі складнік можна разглядаць як рознасць двух значэнняў функцыі 
адной зменнай у. Таму гэты складнік можна пераўтварыць пры дапамозе 
тэарэмы Лагранжа наступным чынам: 
( ) ( ) ( ) ууQух'fyxfуухf у ∆∆+=−∆+ 1 , , , ,  (4) 
дзе .Q 10 1 <<  
Першы складнік можна разглядаць як рознасць двух значэнняў 
функцыі адной зменнай х (бо другі аргумент захоўвае адное і тое ж значэнне 
уу ∆+ ), таму пераўтворым яго з дапамогай тэарэмы Лагранжа: 
( ) ( ) ( ) хуухQх'fуyxfууххf х ∆∆+∆+=∆+−∆+∆+  , , , 2 , (5) 
 
дзе .Q 10 2 <<  
Падставіўшы (4) і (5) у роўнасць (3) атрымаем  
( ) ( ) ууQух'fхуухQх'fz ух ∆∆++∆∆+∆+=∆ 12  , , . (6) 
Паколькі частковыя вытворныя дадзенай функцыі непарыўныя ў 
пункце ( )ух  , , то 
( ) ( )




































( ) ( ) , , ,2 α+=∆+∆+ ух'fуухQх'f хх     (7) 
( ) ( ) , , , 1 βух'fуQух'f уу +=∆+     (8) 
дзе  ,  βα  – бясконца малыя функцыі пры 0→∆х , 0→∆у . 
Падставіўшы (7) і (8) у роўнасць (6), будзем мець: 
( ) ( ) , , , yxуух'fхух'fz ух ∆β+∆α+∆+∆=∆  
дзе  ,  βα  – бясконца малыя функцыі пры 0→∆х , 0→∆у . 
Такім чынам, мы даказалі, што поўны прырост дадзенай функцыі 
можна запісаць у выглядзе (1’), што сведчыць аб тым, што дадзеная функцыя 
дыферэнцавальная ў пункце ( )ух  , . 
II. Паняцце дыферэнцыяла функцыі некалькіх зменных 
 
Няхай функцыя ( )yxfz  ,=  з’яўляецца дыферэнцавальнай у пункце 
( )yx  , . Гэта значыць, што поўны прырост дадзенай функцыі ў разглядаемым 












=∆    (1’) 
дзе  ,  βα  – бясконца малыя функцыі пры 0→∆х , 0→∆у . 
Азначэнне 2. Дыферэнцыялам функцыі ( )yxfz  ,= , якая 












=      (9) 
Абазначым dxx =∆ , dyy =∆  і назавём гэтыя велічыні дыферэнцыяламі 
незалежных зменных. 











=     (9’) 
Заўвага 2. Паняцце дыферэнцыяла вызначана толькі для 
дыферэнцавальнай функцыі. Такой функцыяй з’яўляецца, напрыклад, 
функцыя, якая мае ў пункце ( )yx  ,  непарыўныя вытворныя. 












Гэтыя частковыя вытворныя з’яўляюцца непарыўнымі ў кожным пункце 
плоскасці, таму дадзеная функцыя будзе дыферэнцавальнай у кожным 
пункце плоскасці. 
Дыферэнцыял разглядаемай функцыі роўны 
dyxydxydz 23 3+= . 
Вернемся яшчэ раз да прыкладу 1. Функцыя ( )yxf  , , разгледжаная ў 











( ) 00 ,0 ='f х ,  ( ) .'f у 00 ,0 =  
Фармальна для дадзенай функцыі можна скласці выраз 
( ) ( ) .dydxdy'fdx'f ух 000 ,00 ,0 +=+  
Аднак гэты выраз не з’яўляецца дыферэнцыялам разглядаемай функцыі ў 
пункце ( )0 ,0 , бо дадзеная функцыя не з’яўляецца дыферэнцавальнай ў гэтым 
пункце. 
Заўвага 3. Калі скарыстаць формулу (9), то роўнасць (1’) прыме 
наступны выгляд: 
.ухdzz ∆β+∆α+=∆     (1’’) 
Роўнасць (1’’) выражае узаемасувязь паміж поўным прыростам функцыі і яе 
дыферэнцыялам. 
Вывучым зараз уласцівасці дыферэнцыяла. 
З формулы (9) бачым, што дыферэнцыял функцыі лінейна залежыць ад 
х∆  і у∆ . Каб вывучыць далейшыя ўласцівасці дыферэнцыяла, звернем увагу 
на роўнасць (1’’). З гэтай роўнасці бачым, што дыферэнцыял функцыі 
адрозніваецца ад яе поўнага прыросту на велічыню .ух ∆β+∆α   
Дакажам, што гэтая велічыня пры 0→∆х , 0→∆у  з’яўляецца бясконца 
малой больш высокага парадку, чым ( ) ( )22 ух ∆+∆=ρ , г.зн. дакажам, што 

































х 1 ,1 ≤∆≤∆  
Пры гэтым мы карысталіся тэарэмамі, што здабытак бясконца малой функцыі 
на абмежаваную ёсць бясконца малая функцыя. Роўнасць (10) даказалі. 
Калі ўлічыць роўнасць (10), то роўнасць (1’’) можна запісаць гэтак: 
( ).ρdzz 0+=∆      (1’’’) 
Падвёўшы вынікі даследавання ўласцівасцяў дыферэнцыяла, 
атрымліваем наступныя высновы: дыферэнцыял функцыі ( )yxfz  ,=  лінейны 
адносна х∆  і у∆  і адрозніваецца ад прыросту функцыі на бясконца малую 
велічыню больш высокага парадку, чым ρ. 
 
III. Выкарыстанне дыферэнцыяла ў набліжаных вылічэннях 
 
Як было адзначана вышэй, дыферэнцыял функцыі звязаны з яе 
прыростам формулай (1’’’). Вельмі часта на велічыню ( )ρ0  не звяртаюць 
увагу і атрымліваюць пры гэтым набліжаную роўнасць 
dzz ≈∆ .      (11) 











Формула (11) вельмі зручная для практыкі, бо прырост функцыі ў 
агульным выпадку вылічваецца вельмі складана, а яе дыферэнцыял – вельмі 
проста. 
Прыклад 3. Вышыня конуса Н=10см, радыус асновы R=5см. Як 
зменіцца аб’ём конуса, калі вышыню павялічыць на 2мм і паменшыць радыус 
асновы на 2мм? 
Рашэнне. Аб’ём конуса HRV 2
3
1
π= . Змяненне аб’ёму набліжана 
заменім яго дыферэнцыялам 
( ).HRRRHdVV ∆+∆π=≈∆ 22
3
1  
Падставіўшы значэнні (у см) 
R=5,  H=10, 2,0−=∆R ,  2,0=∆H , 
атрымаем 




Такім чынам, аб’ём конуса паменшыцца прыкладна на 3см7,15 . 
Прыклад 4. Вылічыць набліжана лік ( ) 03,204,1=а . 
Рашэнне. Разгледзім функцыю ( ) ухyxf = , . Лік а ёсць значэнне гэтай 
функцыі ў пункце ( )yy ; ∆+∆+ xx  пры ,2,1 == yx 04,0=∆х , 03,0=∆у . 












= − ln1  
Яго значэнне ў пункце ( )2 ;1  пры дадзеных прыростах незалежных 
зменных 
( ) 08,003,0ln1104,0122 ;1 =⋅⋅+⋅⋅=df , 
таму на падставе формулы (11) маем 
( ) ( ) ( ) .dfffа 08,108,012 ;12 ;103 2, ;04,1 =+=+≈=  
Заўвага 4. У дадзеным параграфе мы разглядалі функцыі дзвюх 
зменных. Уся пабудаваная тэорыя лёгка пераносіцца на функцыі любога ліку 
зменных. 
 
III. Геаметрычны сэнс дыферэнцыяла функцыі дзвюх зменных 
 
Няхай функцыя ( )yxfz  ,=  з’яўляецца дыферэнцавальнай у пункце 
( )000  , yxР . Дыферэнцыял дадзенай функцыі ў разглядаемым пункце роўны 
( ) ( ) .yyx'fxyx'fdz ух ∆+∆= 0000  , ,    (12) 
Высветлім яго геаметрычны сэнс. 
Графікам функцыі ( )yxfz  ,=  з’яўляецца некаторая паверхня. З курса 
геаметрыі вядома, што раўнанне датычнай плоскасці да гэтай паверхні ў 











( )( ) ( )( ).yyyx'fxxyx'fzz ух 0000000  , , −+−=−    (13) 
Аплікату пунктаў датычнай плоскасці абазначым праз Z, акрамя гэтага 
мяркуем хxx ∆=− 0 , ууу ∆=− 0 . Тады (13) можна запісаць у выглядзе: 
( ) ( ) .yyx'fxyx'fzZ ух ∆+∆=− 00000  , ,    (14) 
Рознасць 0zZ −  ёсць прырост аплікаты пункта датычнай плоскасці пры 
пераходзе ад пункта 0Р  да пункта Р  (рыс. 7). 
( )0000  , , zyxM
( )000  , yxР
( )yxР  ,
{dz
( ) Z, ,     yxN}.








Калі параўноўваць роўнасці (12) і (14), то атрымаем, што  
0zZdz −= . 
Такім чынам, дыферэнцыял функцыі ( )yxfz  ,=  у пункце ( )000  , yxР  
роўны прыросту аплікаты пункта датычнай плоскасці, праведзенай да 
графіка дадзенай функцыі ў пункце ( )0000  , , zyxM , пры пераходзе ад пункта 














§ 10. Вытворныя складаных функцый 
 
I. Няхай дадзена складаная функцыя ( )υ ,ufz = , ( )xu ϕ= , ( )xψυ = . 
Будзем меркаваць, што функцыі ( )xu ϕ=  і ( )xψυ =  у некаторым пункце х 
маюць вытворныя ( )x'
dx
du ϕ= , ( )x'
dx
d ψυ = , а функцыя ( )υ ,ufz =  у 
адпаведным пункце ( )υ ,u  дыферэнцавальная. Дакажам, што пры гэтых 
умовах складаная функцыя ў пункце х мае вытворную 
dx
dz  і знойдзем 
формулу для яе вылічэння. 
Дадзім х  прырост х∆ . Тады функцыі u , υ , z  атрымаюць адпаведна 
прыросты u∆ , υ∆ , z∆ . Паколькі функцыя ( )υ ,ufz =  дыферэнцавальная ў 
пункце ( )υ ,u , то яе поўны прырост у гэтым пункце можна запісаць у 
наступным выглядзе: 
Δ
z zz u u
u
υ α β υ
υ
∂ ∂
∆ = + ∆ + ∆ + ∆
∂ ∂
, 






























.   (1) 
Пяройдзем у роўнасці (1) да ліміту пры 0→∆х . Пры гэтым будзем 




















∂  і 
υ∂
∂z  з’яўляюцца пастаяннымі. 
Калі 0→∆х , то 0→∆u , 0→∆υ  (функцыі ( )xu ϕ= , ( )xψυ =  у пункце 
х маюць вытворныя, таму яны непарыўныя) і 0→α , 0→β . 
Улічваючы ўсё адзначанае вышэй і перайшоўшы ў роўнасці (1) да 















.     (2) 
Такім чынам, мы даказалі, што складаная функцыя ў пункце х мае 
вытворную і знайшлі формулу (2) для яе вылічэння. 
Прыклад 1. ( ) xxz sintg= . 
Гэтую функцыю можна разглядаць як складаную функцыю 
υuz =  , xu tg= ,  xsin=υ . 
Скарыстаўшы формулу (2), атрымаем 














dz xx ⋅+⋅=+= −− υυυ  
II. Няхай дадзена складаная функцыя  











Будзем меркаваць, што ў некаторым пункце ( )ух  ,  функцыі ( )уxu  ,ϕ= , 
( )уx  ,ψυ =  маюць абедзве частковыя вытворныя, а функцыя ( )υ ,ufz =  у 
адпаведным пункце ( )υ ,u  дыферэнцавальная. Дакажам, што ў пункце ( )ух  ,  








∂  і знойдзем 
формулы для іх вылічэння. 




∂  і знойдзем 
формулу для яе вылічэння. 
У гэтым выпадку у лічыцца пастаянным. Таму функцыі u  і υ  
становяцца функцыямі адной зменнай х. Мы прыйшлі да папярэдняга 




∂  існуе і для яе 
вылічэння можна карыстацца формулай (2), замяніўшы толькі ў ёй 
dx























































υ      (4) 
Атрыманый вынік можна сфармуляваць у выглядзе наступнага правіла: 
частковая вытворная складанай функцыі роўная суме здабыткаў частковых 
вытворных дадзенай функцыі па прамежкавых аргументах на частковыя 
вытворныя прамежкавых аргументаў па адпаведнай незалежнай зменнай. 
Заўвага. Сфармуляванае правіла застаецца праўдзівым для складанай 
функцыі любога ліку зменных. 
Прыклад 2.  ( ).yxez xy +⋅= sin  
Гэтую функцыю можна разглядаць як складаную функцыю 
υsinuez = ,  xyu = , yx +=υ . 
Скарыстаўшы формулы (3), (4), атрымаем: 




∂ cossin1cossin υυ , 



















§ 11. Дыферэнцыял складанай функцыі. Інварыянтнасць формы 
дыферэнцыяла 
 
Няхай дадзена функцыя ( )υ ,ufz = , дзе u , υ  – незалежныя зменныя. 
Мяркуем, што дадзеная функцыя з’яўляецца дыферэнцавальнай у пункце 











= .    (1) 
Няхай цяпер дадзена складаная функцыя  
( )υ ,ufz = , ( )yxu  ,ϕ= , ( )yx,ψυ = . 
Мяркуем, што ў некаторым пункце ( )ух  ,  функцыі ( )yxu  ,ϕ=  і ( )yx,ψυ =  
маюць непарыўныя частковыя вытворныя па х  і па у. Будзем лічыць таксама, 
што ў адпаведным пункце ( )υ ,u  функцыя ( )υ ,ufz =  таксама мае 
непарыўныя частковыя вытворыя па u  і па υ , а, значыць, гэтая функцыя ў 
пункце ( )υ ,u  дыферэнцавальная. Дакажам, што пры гэтых меркаваннях 
складаная функцыя дыферэнцавальная ў пункце ( )ух  ,  і, што яе дыферэнцыял 
таксама знаходзіцца па формуле (1). 
Вядома, што пры ўмовах, якія тут выконваюцца, функцыя 



























































,      (2) 








∂  у пункце ( )ух  ,  
непарыўныя. Таму функцыя ( ) ( )( )ухухfz  , , , ψϕ=  у пункце ( )ух  ,  будзе 
дыферэнцавальнай, прычым згодна формуле дыферэнцыяла для функцыі ад 











=       (3) 








∂  іх значэннямі з 







































































































Паколькі функцыі ( )yxu ,ϕ= , ( )yx  ,ψυ =  згодна з умовай у пункце 
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=      (6) 
Формула (6) паказвае, што дыферэнцыял функцыі ( )υ ,ufz =  
выражаецца формулай адной і той жа формы як у тым выпадку, калі 
аргументы функцыі u , υ  з’яўляюцца незалежнымі зменнымі, так і ў 
выпадку, калі гэтыя аргументы ў сваю чаргу з’яўляюцца функцыямі ад 
незалежных зменных. Аднак у змесце формулы ёсць істотнае адрозненне. 
Калі u  і υ  – незалежныя зменныя, то du  і υd  з’яўляюцца не толькі 
дыферэнцыяламі, але і прыростамі гэтых зменных. Калі ж  u , υ  – функцыі, 
то du  і υd  – дыферэнцыялы, але ў агульным выпадку не з’яўляюцца 
прыростамі гэтых функцый. 












= ,  
без розніцы, ці з’яўляюцца u  і υ  незалежнымі зменнымі, ці ж функцыямі 
адной або некалькіх зменных. 
З інварыянтнасці формы поўнага дыферэнцыяла вынікае, што правілы, 
якія былі даказаны для дыферэнцыялаў функцый адной зменнай, застаюцца 
праўдзівымі і для дыферэнцыялаў функцый некалькіх зменных. 





























Гэтыя формулы былі даказаны ў выпадку, калі u , υ  – функцыі адной 
зменнай. Дакажам іх праўдзівасць, калі u , υ  з’яўляюцца функцыямі 
некалькіх зменных. Дакажам, напрыклад, формулу ( ) υυυ udduud += .  
Спачатку мяркуем, што u , υ  з’яўляюцца незалежнымі зменнымі. 






















( ) υυυ udduud += . 
На падставе інварыянтнасці формы дыферэнцыяла апошняя роўнасць 
захоўваецца і ў выпадку, калі u , υ  з’яўляюцца функцыямі некалькіх 
зменных. 
 
§ 12. Дыферэнцыялы вышэйшых парадкаў 
 
Няхай ( )ухfz  ,=  – дыферэнцавальная ў абсягу D функцыя дзвюх 
незалежных зменных х  і у . У любым пункце ( )yx  ,  гэтага абсягу, калі даць 
х  і у  прыросты dxх =∆  і dyу =∆  адпаведна, мы можам вылічыць поўны 
дыферэнцыял: 
( ) ( )dуух'fdхух'fdz ух  , , += .    (1) 
Будзем называць яго дыферэнцыялам першага парадку. Ён залежыць ад 
значэнняў х , у , dx  і dy , г.зн. з’яўляецца функцыяй чатырох зменных. Калі 
зафіксаваць dx  і dy , то атрымаем функцыю дзвюх зменных х  і у , 
вызначаную ў абсягу D. 
Дыферэнцыял ад гэтай функцыі ў любым пункце ( )yx  ,  абсягу D, калі 
ён існуе, наываецца дыферэнцыялам другога парадку функцыі ( )ухfz  ,=  у 
пункце ( )yx  ,  і абазначаецца zd 2  або ( )ухfd  ,2 . Такім чынам, ( )dzdzd =2 . 
Аналагічна вызначаюцца дыферэнцыялы трэцяга, чацвёртага, ..., n-га 
парадкаў. Пры гэтым 
( )zddzd nn 1−= . 
Калі функцыя ( )yxfz ,=  у абсягу D мае непарыўныя частковыя 
вытворныя да n-га парадку ўключна, то і ўсе дыферэнцыялы, да n-га парадку 
ўключна, у кожным пункце абсягу D існуюць. Калі вылічваць іх па вядомых 
правілах, атрымаем: 
( ) ( ) , , , dуух'fdхух'fdz ух +=  
( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) , , ,2 , , , 22222 dуух''fdxdyух''fdхух''fdуух'fdхух'fdzd ухухух ++=+=
( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
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выраз, атрыманы ў выніку падвышэння двухсклада, які стаіць у дужках, у 
звычайную n-ю ступень з наступнай заменай ступеняў 
x∂
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Заўвага 1. Калі ( )ухfz  ,=  – дыферэнцавальная функцыя прамежкавых 
зменных х  і у , якія з’яўляюцца, у сваю чаргу, дыферэнцавальнымі 
функцыямі незалежных зменных u  і υ , то мы ўжо не атрымаем адзначаных 
вышэй формул (1) для вылічэння дыферэнцыялаў вышэйшых парадкаў. Так, 
напрыклад, 
( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) . ,' ,' ,'' ,''2












Тут dxх ≠∆  і dyу ≠∆ , dx  і dy  не з’яўляюцца пастаяннымі 
(пастаяннымі з’яўляюцца udu ∆= , υυ ∆=d ). 
Такім чынам, адзначаная вышэй форма запісу другога, трэцяга і г.д. 
дыферэнцыялаў інварыянтнай не з’яўляецца. 
Прыклад 1. Знайсці zd 2  для функцыі 
y
xz arctg= . 
Рашэнне. Маем 
,        22 yx
y'f x +





































Заўвага 2. Мы вызначылі дыферэнцыялы вышэйшых парадкаў для 
функцыі дзвюх незалежных зменных. Аналагічна можна вызначыць 
дыферэнцыялы вышэйшых парадкаў для функцыі любога ліку незалежных 
зменных. 
Прыклад 2. Знайсці zd 3  для функцыі yxz cossin= . 
Рашэнне. Маем 
,coscos yx'f x =  ,sinsin yx'f y −=  ,cossin 2 yx''f x −=  











,sinsin 3 yx'''f y =  ,sinsin 2 yx'''f yx =  .yx'''f xy coscos 2 −=  
Такім чынам,  
( ) ( ) ( ) ( ) .dyyxdyydxxdydxyxdxyxzd 32233 sinsincoscos3sinsin3coscos +−+−=  
 
§ 13. Няяўныя функцыі 
 
I. Няхай дадзена функцыя дзвюх зменных ( )yxF  , . Складзем 
раўнанне 
( ) 0 , =yxF .      (1) 
Мяркуем, што для кожнага ліку х, які належыць некатораму мноству Х, існуе 
адзін або некалькі лікаў у, якія задавальняюць разам з х раўнанню (1). Тады 
кожнаму Хх∈  можна паставіць у адпаведнасць адзін з такіх лікаў у. 
Атрымаем функцыю ( )xfу = , якая вызначана на мностве Х і задавальняе на 
гэтым мностве раўнанню (1): 
( )( ) .XxxfxF ∈∀=              0 ,  
Азначэнне 1. Функцыя ( )xfу =  называецца няяўнай функцыяй, 
вызначаемай раўнаннем (1) на мностве Х, калі на гэтым мностве яна 
задавальняе раўнанню (1), г.зн. калі ( )( ) .XxxfxF ∈∀=   0 ,  
Гавораць таксама, што функцыя ( )xfу =  няяўна вызначана раўнаннем 
(1) на мностве Х або, што раўнанне (1) няяўна вызначае функцыю ( )xfу =  на 
мностве Х. 
Прыклад 1. Разгледзім раўнанне 033 =+− ухх . Гэта раўнанне няяўна 
вызначае функцыю хху 33 +−=  на прамежку ( )∞+∞−  , , бо  
( ) ( )∞+∞−∈∀=+−+−  ,          033 33 ххххх . 
Прыклад 2. Разгледзім раўнанне 0122 =−+ ух . Гэта раўнанне 
акружнасці. Яно на адрэзку [ ]1 ,1−  няяўна вызначае функцыю 21 ху −= , а 
таксама функцыю 21 ху −−= . Графікамі гэтых функцый з’яўляюцца 















Дадзенае раўнанне на адрэзку [ ]1 ,1−  няяўна вызначае таксама 





Зразумела, што на адрэзку [ ]1 ,1−  раўнанне 0122 =−+ ух  няяўна 
вызначае бясконцае мноства функцый. 
Прыклад 3. Разгледзім раўнанне 0122 =++ ух . Гэта раўнанне не 
вызначае ніводнай няяўнай функцыі. 
Узнікае пытанне: пры якіх умовах раўнанне (1) вызначае няяўную 
функцыю? 
Тэарэма 1. Няхай  
1) функцыя ( )yxF  ,  вызначаная і непарыўная разам са сваімі 
частковымі вытворнымі першага парадку ў некаторым наваколлі пункта 
( )00  , yx ; 
2) ( ) 0 , 00 =yxF ; 
3) ( ) 0 , 00 ≠yx'Fy .  
Тады ў некаторым наваколлі ∆  пункта 0х  існуе адзіная функцыя 
( )xfy = , якая валодае наступнымі ўласцівасцямі: 
1) у наваколлі ∆  функцыя ( )xfy =  задавальняе раўнанню (1); 
2) ( ) 00 yxf = ; 
3) функцыя ( )xfy =  непарыўная ў наваколлі ∆ ; 
4) у наваколлі ∆  функцыя ( )xfy =  мае непарыўную вытворную ( )x'f . 
Тэарэму 1 прымем без доказу. 
Такім чынам, пры выкананні ўмоў гэтай тэарэмы раўнанне (1) у 
некаторым наваколлі ∆  няяўна вызначае адзіную функцыю ( )xfy =  (з 
добрымі ўласцівасцямі). 
Прыклад 4. Няхай дадзена раўнанне 
.yух 08ln23 =−+      (2) 
Маем ( ) .yухyxF 8ln2 , 3 −+=  Разгледзім пункт ( )1 ,2 . Праўдзівымі 















23 += , ( ) 8ln2 , 3 −+= yухyxF  з’яўляюцца 
непарыўнымі ў некаторым наваколлі пункта ( )1 ,2 ; 
2. ( ) 01 ,2 =F ; 
3. ( ) 0101 ,2 ≠='Fу . 
Паколькі ўмовы тэарэмы 1 выкананы, то ў некаторым наваколлі ∆  
пункта 2 існуе і прытым адзіная функцыя ( )xfy = , якая валодае наступнымі 
ўласцівасцямі: 
1)  функцыя ( )xfy =  задавальняе раўнанню (2) у наваколлі ∆ ; 
2)  ( ) 12 =f ; 
3)  функцыя ( )xfy =  непарыўная ў наваколлі ∆ ; 
4)  у наваколлі ∆  функцыя ( )xfy =  мае непарыўную вытворную 
( )x'f . 
Такім чынам, у наваколлі ∆  раўнанне (2) няяўна вызначае адзіную 
функцыю ( )xfy =  з добрымі ўласцівасцямі. Аднак выразіць гэтую функцыю 
ў выглядзе элементарнай мы не можам. 
II. Разгледзім пытанне знаходжання вытворнай няяўнай функцыі. 
Няхай выконваюцца ўсе ўмовы тэарэмы 1. Тады раўнанне (1) у наваколлі ∆  
вызначае няяўную функцыю ( )xfу = . Гэтая функцыя згодна з тэарэмай 1 у 
наваколлі ∆  мае вытворную 'у . Знойдзем яе. 
Функцыя ( )xfу =  у наваколлі ∆  задавальняе раўнанню (1), г.зн. 
( )( ) 0 , =xfxF  .x ∆∈∀  З гэтай тоеснасці вынікае 
( )( ) .x
dx
xfxdF
∆∈∀=       0 ,     (3) 
Функцыю ( )( )xfxF  ,  можна разглядаць як складаную функцыю 
( )yxF  , , дзе ( )xfу = . Скарыстаўшы правіла знаходжання вытворнай 
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dy'y      (4) 
Прыклад 5. Дадзена раўнанне 0122 =−+ ух . Вылічым вытворную 




























Адзначым, што ў пэўных выпадках можна не выкарыстоўваць формулу 
(4), а кожный раз вылічэнні ажыццяўляць непасрэдна. Праілюструем гэта ў 
выпадку няяўнай функцыі, зададзенай раўнаннем 
0122 =−+ ух .     (5) 
Пад у будзем разумець тую функцыю, якую раўнанне (5) вызначае. 
Тады роўнасць (5) будзе тоеснасцю адносна х. Прадыферэнцаваўшы левую і 
правую часткі роўнасці (5) і памятаючы, што у ёсць функцыя ад х, атрымаем  









 III. Разгледзім плоскую крывую, зададзеную раўнаннем (1). На гэтай 
крывой возьмем пункт ( )000  , ухМ . Будзем меркаваць, што ў некаторым 
наваколлі гэтага пункта выконваюцца ўсе ўмовы тэарэмы 1. Тады раўнанне 
(1) у некаторым наваколлі ∆  пункта 0х  вызначае няяўную функцыю 
( )xfу = . Графікам гэтай функцыі з’яўляецца дадзеная крывая. 
Складзем раўнанні датычнай і нармалі да дадзенай крывой у пункце 
( )000  , ухМ . Як вядома, раўнанне датычнай мае наступны выгляд 
( )( )000 ххх'fуу −=− . 



























( )( ) ( )( ) .ууух'Fххух'F уx 0 , , 000000 =−+−
 
Раўнанне нармалі мае наступны выгляд: 
( )











( )( ) ( )( ) .ууух'Fххух'F xу 0 , , 000000 =−−−
 
IV. Аналагічна азначэнню 1 можна ўвесці паняцце няяўнай функцыі 











( ) .zyxF 0 , , =      (6) 
Праўдзівай з’яўляецца наступная тэарэма. 
Тэарэма 2. Няхай 
1) функцыя ( )zyxF  , ,  вызначаная і непарыўная разам са сваімі 
частковымі вытворнымі першага парадку ў некаторым наваколлі пункта 
( )000  , , zyx ; 
2) ( ) 0 , , 000 =zyxF ; 
3) ( ) 0 , , 000 ≠zyx'Fz . 
Тады ў некаторым наваколлі ∆  пункта ( )00  , yx  існуе адзіная функцыя 
( )yxfz  ,= , якая валодае наступнымі ўласцівасцямі: 
1) у наваколлі ∆  пункта ( )yxfz  ,=  задавальняе раўнанню (6); 
2) ( )000  , yxfz = ; 
3) функцыя ( )yxfz  ,=  непарыўная ў наваколлі ∆ ; 










Лёгка даказаць, што частковыя вытворныя функцыі ( )yxfz  ,=  























V. Разгледзім паверхню, зададзеную раўнаннем (6). На гэтай паверхні 
возьмем пункт ( )0000  , , zyxМ . Будзем меркаваць, што ў некаторым наваколлі 
гэтага пункта выконваюцца ўсе ўмовы тэарэмы 2. Тады ў некаторым 
наваколлі ∆  пункта ( )00  , yx  раўнанне (6) вызначае няяўную функцыю 
( )yxfz  ,= , графікам якой з’яўляецца дадзеная паверхня. 
Складзем раўнанні датычнай плоскасці і нармалі да дадзенай паверхні 
ў пункце ( )0000  , , zyxМ . 
Раўнанне датычнай плоскасці, як вядома ,мае выгляд: 
( )( ) ( )( )0000000  , , yyyх'fххyх'fzz yx −+−=− . 
Адсюль, паколькі 
( ) ( )( ) ( )
( )
( ) , , ,
 , ,
 ,              ,
 , ,



















( )( ) ( )( ) ( )( ) .zzzух'Fууzух'Fххzух'F zуx 0 , , , , , , 000000000000 =−+−+−
 
Раўнанне нармалі мае наступны выгляд: 





























VI. Агульная тэорыя няяўных функцый вывучае і больш шырокую 
пастаноўку пытання, калі даецца не адно, а некалькі раўнанняў: 
0),...,,,(1 =wzyxF , 
0),...,,,(2 =wzyxF , 
……………………. 
0),...,,,( =wzyxFm , 
якія звязваюць значэнні n  зменных wzyx ,...,,, , mn > . 
 Пры пэўных умовах, накладзеных на функцыі 1F , 2F ,…, mF , гэтую 
сістэму можна разглядаць як няяўнае заданне m  функцый ад mn −  
незалежных зменных. 
 Спынімся больш падрабязна на прасцейшым выпадку – сістеме з двух 











zyxF       (7) 
 Разгледзім мноства ўсіх значэнняў x , для якіх існуюць пары лікаў y  і 
z , якія сумесна з x  абарачаюць раўнанні (7) у тоеснасці. 
 Калі кожнаму значэнню x  з гэтага мноства паставіць у адпаведнасць 
значэнні y  і z , для якіх 0),,(1 =zyxF  і 0),,(2 =zyxF , мы атрымаем дзве 
функцыі )(1 xfy =  і )(2 xfz = , якія няяўна задаюцца сістэмай (7). 
 Мае месца наступная тэарэма. 
 Тэарэма 3. Калі: 
 1) у некаторым наваколлі пункта ),,( 000 zyx  функцыі ),,(1 zyxF  і 
),,(2 zyxF  непарыўныя і маюць непарыўныя частковыя вытворныя па x , y  і 
z , 
 2) у пункце ),,( 000 zyx  гэтыя функцыі абарачаюцца ў нуль: 
0),,( 0001 =zyxF  і 0),,( 0002 =zyxF , 


























),(  адрозны ад 
нуля,  
то: 
























 сістэма (7) 
вызначае y  і z  як адназначныя функцыі ад x : )(1 xfy = , )(2 xfz = , 
 2) пры 0xx =  гэтыя функцыі прымаюць адпаведна значэнні 0y  і 0z : 











 3) на інтэрвале δδ +<<− 00 xxx  гэтыя функцыі )(1 xf  і )(2 xf  
непарыўныя і маюць непарыўныя вытворныя. 
 Выведзем формулы для вылічэння гэтых вытворных. 
 Калі )(1 xfy = , )(2 xfz = , то ў інтэрвале δδ +<<− 00 xxx  роўнасці 
0),,(1 =zyxF , 0),,(2 =zyxF  выконваюцца тоесна. Прадыферэнцаваўшы іх па 







































 Гэта сістэма лінейных раўнанняў адносна невядомых 
dx
dy  і 
dx








, які адрозны ад нуля ў наваколлі разглядаемага 




































§ 14. Экстрэмумы функцыі некалькіх зменных 
 
Няхай функцыя ( )yxfz  ,=  вызначаная ў абсягу Е і ( )00  , yx  – некаторы 






( )00  , yx





( )00  , yx
( )yx  ,
Рыс. 10 
Азначэнне 1. Пункт ( )00  , yx  называецца пунктам максімуму (мінімуму) 











пунктах ( )yx  ,  якога мае месца няроўнасць ( ) ( )00  , , yxfyxf ≤  
( ) ( )( )00  , , yxfyxf ≥ (рыс.10). 
Пункты максімуму і мінімуму называюцца пунктамі экстрэмуму 
функцыі. Значэнне функцыі ў пункце экстрэмуму называецца экстрэмумам 
функцыі. Значэнне функцыі ў пункце максімуму (мінімуму) называецца 
максімумам (мінімумам) функцыі 
Узнікае пытанне: як знайсці пункты экстрэмуму? Вялікую дапамогу ў 
гэтым аказвае наступная тэарэма. 
Тэарэма 1 (неабходная ўмова экстрэмуму). Няхай функцыя ( )yxfz  ,=  
у пункце ( )00  , ух  мае частковыя вытворныя першага парадку. Калі пункт 
( )00  , ух  з’яўляецца пунктам экстрэмуму функцыі ( )yxfz  ,= , то ў гэтым 
пункце абедзве частковыя вытворныя дадзенай функцыі роўныя нулю: 
( ) 0 , 00 =yx'f х ,  ( ) 0 , 00 =yx'f у . 
Доказ. Мяркуем 0уу = . Тады дадзеная функцыя стане функцыяй адной 
зменнай х. Паколькі функцыя ( )yxfz  ,=  згодна з умовай мае экстрэмум пры 
0хх = , 0уу = , то функцыя ( )0 , yxf  будзе мець экстрэмум пры 0хх = . Тады на 
падставе неабходнай умовы экстрэмуму функцыі адной зменнай 






Але вытворная функцыі ( )0 , yxf , вылічаная пры 0хх = , супадае з 
частковай вытворнай па х функцыі ( )yxf  ,  у пункце ( )00  , ух : 








Таму ( ) .yx'f x 0, 00 =  Аналагічным чынам даказваецца, што ( ) .yx'f у 0, 00 =  
Азначэнне 2. Пункт ( )00 , yx  называецца стацыянарным пунктам 
функцыі ( )yxf  , , калі ў гэтым пункце абедзве частковыя вытворныя роўныя 
нулю: 
( ) ,0, 00 =yx'f x  ( ) .yx'f у 0, 00 =  
З тэарэмы 1 вынікае, што калі функцыя ( )yxf ,  мае абедзве частковыя 
вытворныя ў кожным пункце абсягу Е, то пункты экстрэмуму дадзенай 
функцыі трэба шукаць толькі сярод стацыянарных пунктаў. Заўважым аднак, 
што не ўсякі стацыянарны пункт абавязкова будзе пунктам экстрэмуму. 
Стацыянарныя пункты – гэта падазроныя на экстрэмум пункты. 
Узнікае пытанне: як сярод стацыянарных пунктаў знайсці пункты 
экстрэмуму? Тут вельмі карыснай з’яўляецца наступная тэарэма. 
Тэарэма 2 (дастатковая ўмова экстрэмуму). Няхай функцыя ( )yxfz  ,=  
непарыўная разам са сваімі частковымі вытворнымі першага і другога 











пунктам функцыі, г.зн. у якім выконваюцца ўмовы ( ) ,0, 00 =yx'f x  
( ) 0, 00 =yx'f у . Мяркуем: ( )002  , yx''fА х= , ( )00  , yx''fВ ху= , ( )002  , yx''fС у= . 
1. Калі 02 >− ВАС , то дадзеная функцыя ў пункце ( )00  , ух  мае 
экстрэмум, прычым максімум, калі 0<А  ( 0<C ), і мінімум, калі 0>А  
( 0>C ). 
2. Калі 02 <− ВАС , то ў разглядаемым пункце ( )00  , ух  функцыя не мае 
экстрэмуму. 
3. Калі 02 =− ВАС , то ў пункце ( )00  , ух  функцыя ( )yxfz  ,=  можа 
мець экстрэмум, а можа і не мець. 
Тэарэму 2 прыводзім без доказу. 
Прыклад. Даследаваць на экстрэмум функцыю 
( ) 632244 , 22 −+++= уухуухyxf . 
Рашэнне. Абсяг вызначэння функцыі ( )fD  – уся плоскасць хОу; 
( )yxf  ,  – дыферэнцавальная ў кожным пункце ( ) ( )fDухM ∈ , . 



































Адсюль атрымліваем тры стацыянарныя пункты: ( )0 ,41 −M , ( )0 ,22 −M , 
( )2 ,33 −M . 
2. Даследуем гэтыя пункты на экстрэмум пры дапамозе тэарэмы 2. 




















Цяпер для кожнага пункта вылічым адпаведныя (глядзі тэарэму 2) А, В, С і 
вызначым знакі велічынь 2ВАС −=∆  і А. 
а) ( )0 ,41 −M : 01 =А , 824321 −=+−=В , 21 =С , 0642111 <−=− ВСА , 
г.зн. ( )0 ,41 −M  не з’яўляецца пунктам экстрэмуму. 
б) ( )0 ,22 −M : 02 =А , 824162 =+−=В , 22 =С , 02222 <− ВСА , г.зн. 
( )0 ,22 −M  не з’яўляецца пунктам экстрэмуму. 
в) ( )2 ,33 −M : 163 =А , 03 =В , 23 =С , 0322333 >=− ВСА . Пры гэтым 
0>А . Высновы: ( )2 ,33 −M  – пункт мінімуму функцыі ( )yxf  ,  з 
( ) 102 ,3 −=−= ffmin . 
Заўвага. У дадзеным параграфе мы ўвялі паняцце экстрэмуму для 
функцыі дзвюх зменных, а таксама даказалі неабходную ўмову экстрэмуму 












§ 15. Знаходжанне найбольшага і найменшага значэнняў функцый 
некалькіх зменных 
 
Няхай у замкнутым абмежаваным абсягу Е зададзена непарыўная 
функцыя ( )yxfz  ,= . Будзем меркаваць, што дадзеная функцыя мае абедзве 
частковыя вытворныя ў кожным пункце абсягу Е. 
Паводле другой тэарэмы Вейерштраса дадзеная функцыя ў абсягу Е 
мае найбольшае і найменшае значэнні. Гэтыя значэнні могуць дасягацца 
дадзенай функцыяй ці ўнутры абсягу Е, ці на яго граніцы. Калі найбольшае 
(найменшае) значэнне дасягаецца дадзенай функцыяй ва ўнутраным пункце 
абсягу Е, то гэты пункт, відавочна, з’яўляецца пунктам максімуму (мінімуму) 
дадзенай функцыі і таму знаходзіцца сярод падазроных на экстрэмум 
стацыянарных пунктаў. Адсюль вынікае простае правіла для знаходжання 
найбольшага (найменшага) значэння функцыі ( )yxfz  ,= , непарыўнай у 
замкнутым абмежаваным абсягу Е. 
Знаходзім стацыянарныя пункты дадзенай функцыі і вылічваем 
значэнні функцыі ў гэтых пунктах. Гэтыя значэнні параўноўваем са 
значэннямі дадзенай функцыі на граніцы абсягу Е. Сярод іх вылучаем 
найбольшае (найменшае). Гэта і будзе найбольшае (найменшае) значэнне 
дадзенай функцыі ў абсягу Е. 
Прыклад. Знайсці найбольшае і найменшае значэнні функцыі 






















Адсюль вынікае, што 1−=x , 1−=у . Атрымалі пункт ( )1 ,1−М .  
У пункце М значэнне функцыі 1−=Mz . 
Даследуем функцыю на граніцах абсягу. Пры 0=x  маем yyz += 2 , і 
задача зводзіцца да адшукання найбольшага і найменшага значэнняў гэтай 











знаходзім, што ( ) 60 ==х.найбz  у пункце ( )0 ,3− , ( ) 4
1








1 ,0 . 
Пры 0=у  маем ххz += 2 . Аналагічна знаходзім, што ( ) 60 ==у.найбz  у 
пункце ( )0 ,3− , ( )
4
1








Пры 3−=+ yx  або xy −−= 3  будзем мець 693 2 ++= xxz . 
Аналагічным чынам знойдзем, што ( )
4
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( ) 63 =−=+ ух.найбz  супадае з ( ) 0=х.найбz  і ( ) 0. =унайбz . 
Калі супаставіць усе атрыманыя значэнні функцыі z , робім 
заключэнне, што 6. =найбz  у пунктах ( )3 ,0 −  і ( )0 ,3− , 1. −=наймz  у 
стацыянарным пункце М.  
 
§ 16. Умоўны экстрэмум 
 
 Вышэй разглядалася задача пра адшуканне максімумаў і мінімумаў 
функцый некалькіх зменных. Пры гэтым на змяненне незалежных зменных 
не накладваліся ніякія абмежаванні. На практыцы часта даводзіцца мець 
справу з даследаваннем на экстрэмум функцый некалькіх зменных пры 
наяўнасці пэўных умоў на гэтыя зменныя. Няхай, напрыклад, патрабуецца з 
усіх трохвугольнікаў дадзенага перыметру p2  знайсці той, які мае 
найменшую плошчу. Тады, калі стораны трохвугольніка абазначыць праз x , 
y  і z , то яго плошча S  паводле формулы Герона выражаецца гэтак: 
))()(( zpypxppS −−−= ,      (1) 
дзе велічыні x , y  і z , як стораны трохвугольніка, павінны задавальняць 
умовам: 
0≥x , 0≥y , 0≥z , zyx ≥+ , xzy ≥+ , yzx ≥+ .  (2) 
 Акрамя гэтага, згодна з умовай задачы 02 =−++ pzyx . Такім чынам, 
дадзеная задача заключаецца ў даследаванні на максімум функцыі (1) у 
замкнутым абсягу (2), пры меркаванні, што аргументы гэтай функцыі 
звязаны ўмовай 02 =−++ pzyx . 
 У падобных выпадках максімум і мінімум называецца умоўным (або 
нявольным) у адрозненні ад безумоўнага (або вольнага) максімуму або 
мінімуму, якія можа мець тая ж функцыі пры адвольным змяненні яе 
аргументаў. 
 У агульным выпадку задача на ўмоўны экстрэмум можа быть 











 Няхай у некаторым абсягу зададзены функцыя n  зменных 
),...,,( 21 nxxxfu =  і m  раўнанняў ( nm < ), якія звязваюць гэтыя зменныя: 
0),...,,( 211 =nxxxF , 0),...,,( 212 =nxxxF ,…, 0),...,,( 21 =nm xxxF . 
Гэтыя раўнанні называюцца раўнаннямі сувязі. 
 Будзем казаць, што ў пункце ),...,,( 002
0
1 nxxx , каардынаты якога 
задавальняюць раўнанням сувязі, функцыя ),...,,( 21 nxxxfu =  мае ўмоўны 
максімум (мінімум), калі няроўнасць ),...,,(),...,,( 002
0
121 nn xxxfxxxf ≤  
( ),...,,(),...,,( 002
0
121 nn xxxfxxxf ≥  ) выконваюцца для ўсіх пунктаў ),...,,( 21 nxxx  
некаторага наваколля пункта ),...,,( 002
0
1 nxxx , каардынаты якіх таксама 
задавальняюць раўнанням сувязі. 
 Рашыць задачу на ўмоўны экстрэмум для функцыі ),...,,( 21 nxxxfu =  
пры наяўнасці адзначаных раўнанняў сувязі – значыць знайсці ўсе яе 
ўмоўныя максімумы і мінімумы ў дадзеным абсягу. 
 Разгледзім падрабязней задачу на экстрэмум для функцыі ),,( zyxfu =  
трох зменных, якія падпарадкоўваюцца дзвюм раўнанням сувязі 
0),,(1 =zyxF , 0),,(2 =zyxF .      (3) 
 Тут 2,3 == mn . Усе разважанні, якія мы здзейснім далей, будуць 
праўдзівымі для любых n  і m  ( mn > ). 
 Выведзем неабходныя ўмовы для ўмоўнага экстрэмуму. 
 Няхай у пункце ),,( 0000 zyxM , каардынаты якога задавальняюць 
раўнанням (3), функцыя ),,( zyxfu =  мае ўмоўны экстрэмум. Мяркуем, што 
функцыі ),,( zyxf , ),,(1 zyxF  і ),,(2 zyxF  у наваколлі пункта ),,( 000 zyx  
маюць непарыўныя частковыя вытворныя першага парадку па ўсіх 
аргументах, і прынамсі адзін з дэтэрмінантаў другога парадку, складзены з 

























































),(  у пункце 0M  адрозны ад нуля. 
 Тады ў некаторым наваколлі пункта 0M  на раўнанні сувязі можна 
глядзець як на няяўнае заданне адзназначных функцый )(xy ϕ= , )(xz ψ=  
(якія непарыўныя, маюць непарыўныя вытворныя ў наваколлі 0x  і такія, што 
00 )( yx =ϕ , 00 )( zx =ψ ), і ўмоўны экстрэмум функцыі ),,( zyxf  у пункце 0M  
будзе супадаць з бузумоўным экстрэмумам складанай функцыі 











 Адсюль вынікае, што калі рашыць сістэму (3) адносна зменных y  і z , 
мы можам фактычна знайсці яўныя выразы для функцый )(xy ϕ=  і )(xz ψ= , 
і для адшукання пункта ),,( 0000 zyxM  умоўнага экстрэмуму функцыі 
),,( zyxfu =  нам дастаткова рашыць задачу на безумоўны экстрэмум для 
функцыі ))(),(,( xxxfu ψϕ= . 
 Аднак падчас гэты прыём адшукання ўмоўнага экстрэмуму аказваецца 
нязручным. (Нярэдка гэта выклікае ўскладненне вылічэнняў.) 
 Разгледзім іншы спосаб знаходжання пункта 0M , які не патрабуе 
фактычнага выразу зменных y  і z  пра x  з раўнанняў сувязі. Пры гэтым мы 
будзем карыстацца толькі фактам існавання няяўных функцый )(xy ϕ=  і 
)(xz ψ= .  
 Такім чынам, няхай у пункце ),,( 0000 zyxM  функцыя ),,( zyxfu =  мае 
ўмоўны экстрэмум ці, што тое ж, у пункце 0x  дыферэнцавальная складаная 
функцыя ))(),(,( xxxfu ψϕ=  мае безумоўны экстрэмум. Тады ў гэтым пункце 






















du .      (4) 
 Далей, паколькі ў наваколлі пункта 0x  маюць месца тоеснасці: 
0))(),(,(1 ≡xxxF ψϕ , 0))(),(,(2 ≡xxxF ψϕ , 
то, прадыферэнцаваўшы іх па x , мы атрымаем судачыненні, якім таксама 












































dF .     (6) 
 З раўнанняў (5) і (6) мы можам выразіць вытворныя 
dx
dy  і 
dx
dz  праз x , y  
і z .  
 Роўнасць (4), у якой 
dx
dy  і 
dx
dz  замененыя праз x , y  і z , і два раўнанні 
сувязі (3) уяўляюць сабой сістэму трох раўнанняў з трыма невядомымі zyx ,, , 
якім, як мы паказалі, задавальняюць каардынаты пункта 0M  умоўнага 
экстрэмуму. 
 Будзем называць крытычнымі пунктамі для дадзенай задачы пункты 
( zyx ,, ), каардынаты якіх задавальняюць адзначанай сістэме з трох 
раўнанняў. 
 Такім чынам, мы атрымалі неабходныя ўмовы для ўмоўнага 











умовам, то ўсякі пункт 0M  умоўнага экстрэмуму ёсць крытычны пункт для 
дадзенай задачы. 
 Ці будзе кожны крытычны пункт пунктам экстрэмуму і, калі будзе, то 
які характар гэтага экстрэмуму,– высвятляецца дадаткова, зыходзячы з 
канкрэтнага сэнсу задачы або якіх-небудзь яшчэ меркаванняў. 
 Дастатковыя ўмовы для ўмоўнага экстрэмуму з прычыны іх 
складанасці мы не разглядаем. 
 На практыцы для знаходжання каардынат пунктаў ўмоўнага 
экстрэмуму звычайна выкарыстоўваюць метад нявызначаных множнікаў 
Лагранжа, да выкладання якога мы пераходзім. 
 Памножым роўнасці (5) і (6) на адвольныя пакуль лікі (нявызначаныя 














































































праўдзівую ў пункце ),,( 0000 zyxM  умоўнага экстрэмуму. 
 Выбіраем цяпер лікі 1λ  і 2λ  так, каб выразы ў другой і трэцяй дужках 
у пункце 0M  былі роўнымі нулю. Гэта можна зрабіць, і прытым адзіным 






∂  у пункце 0M  адрозны ад нуля. 
 Тады выраз у першых дужках таксама будзе роўным нулю, г.зн. у 










































f λλ . 
Калі да іх дадаць раўнанні сувязі 01 =F , 02 =F , то атрымаем сістэму з пяці 
раўнанняў з пяцью невядомымі x , y , z , 1λ , 2λ , якой пры пэўных значэннях 
1λ , 2λ  задавальняюць каардынаты пункта ),,( 0000 zyxM  умоўнага 
экстрэмуму. 
 Разгледзім зараз дапаможную функцыю пяці зменных: 
),,(),,(),,(),,,,( 221121 zyxFzyxFzyxfzyx λλλλ ++=Φ , 
дзе 1λ  і 2λ  – нявызначаныя лікавыя множнікі. Атрыманую вышэй сістэму з 




































 Паколькі гэта – неабходныя ўмовы безумоўнага экстрэмуму функцыі 
),,,,( 21 λλzyxΦ , то робім высновы, што любы пункт ),,( 0000 zyxM  умоўнага 
экстрэмуму функцыі ),,( zyxf  дае пры спецыяльна абраных 1λ  і 2λ  
крытычны пункт безумоўнага экстрэмуму функцыі ),,,,( 21 λλzyxΦ . 
 Аналагічным чынам, калі рашаць задачу на экстрэмум функцыі n  
зменных ),...,,,( wzyxfu =  пры наяўнасці m  ( nm < ) раўнанняў сувязі 
01 =F , 02 =F , …, 0=mF ,      (7) 
пры пэўных умовах на функцыі f , 1F , 2F ,…, mF  атрымаем неабходныя 
ўмовы для умоўнага экстрэмуму: калі ў пункце ),...,,,( 0000 wzyx  функцыя 
),...,,,( wzyxfu =  мае ўмоўны экстрэмум, то пункт ),...,,,...,,,( 10000 mwzyx λλ  
пры некаторых значэннях 1λ , 2λ ,…, mλ  будзе крытычным пунктам 
безумоўнага экстрэмуму функцыі mmFFFf λλλ ++++=Φ ...2211 . 
 Адсюль вынікае практычнае правіла для рашэння задачы на ўмоўны 
экстрэмум функцыі ),...,,,( wzyxfu =  пры наяўнасці раўнанняў сувязі (7). 
 1. Складаем дапаможную функцыю : 
mmFFFf λλλ ++++=Φ ...2211 . 























 3. Рашыўшы атрыманую сістэму раўнанняў, знаходзім крытычныя 
пункты экстрэмуму для функцыі Φ . 
 4. Калі ),...,,,...,,,( 10000 mwzyx λλ  – знойдзены крытычны пункт, то ў 
пункце ),...,,,( 0000 wzyx  функцыя ),...,,,( wzyxfu = , можа быць, мае ўмоўны 
экстрэмум. Гэта трэба даследаваць дадаткова. 
 Прыклад. Знайсці прамавугольны паралелепіпед найбольшага аб’ёму, 
калі яго поўная паверхня мае плошчу a2 . 
 Рашэнне. Няхай даўжыні старон паралелепіпеда роўныя yx,  і z . Яго 
аб’ём xyzV = , а плошча паверхні )(2 yzxzxyS ++= . Такім чынам, трэба 
знайсці найбольшае значэнне функцыі xyzV =  пры ўмове 0=−++ ayzxzxy . 
 Будуем дапаможную функцыю )(),,,( ayzxzxyxyzzyx −+++=Φ λλ  і 
параўноўваем да нуля ўсе яе частковыя вытворныя першага парадку: 
0)( =++ zyyz λ ,      (1′) 
0)( =++ zxxz λ ,      ( 2′ ) 
0)( =++ yxxy λ ,      (3′ ) 
0=−++ ayzxzxy .     ( 4′ ) 
 Улічваем, што yx,  і z  згодна з сэнсам задачы дадатныя, і з роўнасцей  



















г. зн. )()( zyxzzxyz +=+ , 0)(2 =− yxz , yx = . 
 Аналагічна з роўнасцей ( 2′ ) і (3′ ) вынікае, што zy = . 
 Падставіўшы ў роўнасць ( 4′ ) zyx == , знаходзім: 















azayax  з’яўляецца крытычным пунктам 
экстрэмуму функцыі V . Паколькі сфармуляваная задача мае пэўнае рашэнне, 
а крытычны пункт толькі адзін, то ў гэтым крытычным пункце будзе 
экстрэмум. 
 Такім чынам, шуканы паралелепіпед – куб са стараной 
3
a
, яго аб’ём 
33
aaV = . 
















Разгледзім функцыю ( )Мfz = , вызначаную ў некаторым наваколлі 
пункта ( )yxМ  , , і адвольны адзінкавы вектар { }βα cos ,cos=l  (рыс. 12) 
Для характарыстыкі хуткасці змянення функцыі ў пункце ( )yxМ  ,  у 
напрамку вектара l  увядзем паняцце вытворнай па кірунку. Для гэтага 
праводзім праз пункт М прамую L так, каб адзін з кірункаў на ёй супадаў з 
кірункам вектара l , і возьмем на накіраванай прамой пункт 
( )yyxxМ ∆+∆+  ,1 . Абазначым велічыню адрэзка 1MМ  праз l∆ , г.зн. 
( ) ( )22 yxl ∆+∆=∆ , калі пункт 1М  размяшчаецца так, як на рысунку 10, і 
( ) ( )22 yxl ∆+∆−=∆ , калі пункт 1М  размяшчаецца па другі бок ад пункта М . 











( ) ( )yxfyyxxfz  , , −∆+∆+=∆ . 




∆  пры 0→∆l ( )MM →1 , калі ён існуе,  
называецца вытворнай функцыі ( )Mfz =  у пункце ( )yxМ  ,  па кірунку 




















Мяркуем цяпер, што функцыя ( )Mfz =  дыферэнцавальная ў пункце 
М. Тады яе прырост у гэтым пункце ўздоўж прамой L можна запісаць у 
выглядзе  
( ) ( ) ( ) ( ) yyxxyxyyx'fxyx'fz yx ∆∆∆+∆∆∆+∆+∆=  , , , ,Δ 11 βα , 
дзе 1α , 1β  – бясконца малыя функцыі пры 0→∆l . Падзяліўшы абедзве 
часткі роўнасці на l∆  і ўлічваючы, што αcoslх ∆=∆ , βα cossin lly ∆=∆=∆ , 
атрымаем 




Калі перайсці да ліміту ў гэтай роўнасці пры 0→∆l , то атрымаем формулу 















∂      (1) 
Адзначым, што частковыя вытворныя па х і у з’яўляюцца прыватнымі 









∂  пры 0=α  і 
2









∂  пры 
2
πα =  і 0=β . 
Прыклад 1. Вылічыць вытворную функцыі хухz 22 +=  у пункце 
( )2 ,1М  па кірунку вектара 1ММ , дзе 1М  – пункт з каардынатамі ( )0 ,3   
Рашэнне. Знойдзем адзінкавы вектар l , які мае дадзены кірунак: 











ММl −=−==  
адкуль 
2
1cos =α , .
2
1cos −=β  Вылічым частковыя вытворныя функцыі ў 
пункце ( )2 ,1М : ( ) 22 , ухyx'f x += , ( ) хуyx'f у 2 , = , адкуль ( ) 62 ,1 ='f x , 




















Азначэнне 2. Градыентам функцыі ( )Мfz =  у пункце ( )yxМ  ,  


























=  ,grad  
Скарыстаўшы паняцце градыента функцыі і ўлічваючы, што вектар l  
мае каардынаты αcos , βcos , запішам формулу (1) у выглядзе скалярнага 
















∂ gradcoscos βα    (2) 
З другога боку, згодна з азначэннем скалярнага здабытку маем 
,cosgradgrad ϕlzlz ⋅=⋅    (3) 
дзе zgrad  – даўжыня вектара zgrad ; ϕ  – вугал паміж вектарамі l  і zgrad . 






З апошняй роўнасці вынікае, што вытворная функцыі па кірунку мае 
найбольшую велічыню пры ( ),0  1cos == ϕϕ  г.зн. калі кірунак вектара l  





Такім чынам, градыент функцыі ( )Мfz =  у пункце ( )ухМ  ,  
характарызуе кірунак і велічыню максімальнай хуткасці нарастання гэтай 
функцыі ў дадзеным пункце. 
Заўвага. Аналагічна вызначаецца вытворная па кірунку для функцыі 








































uu  , ,grad  і даследуюцца яго ўласцівасці. Паняцці вытворнай па 












§ 1. Паняцце функцыі некалькіх зменных. Абсяг вызначэння 
функцыі. Лініі і паверхні ўзроўню функцыі 
 
 Прыклад 1. Выразіць аб’ём конуса V  як функцыю яго ўтваральнай x  і 
радыуса асновы y . 




дзе h  – вышыня конуса. Але 22 yxh −= . Такім чынам, 222
3
1 yxyV −= π . 
Гэта і ёсць шуканая функцыйная залежнасць. 
 Прыклад 2. Знайсці абсяг вызначэння функцыі 
x
yxyyxf +=),( . 







f 1;1 , );( yxf −− . 
 Рашэнне. Пад абсягам вызначэння функцыі дзвюх зменных, 
зададзенай формулай, разумеюць мноства ўсіх тых пар лікаў ),( yx  (г. зн. 
мноства пунктаў плоскасці), для якіх формула, якая задае функцыю, мае сэнс 
у абсягу рэчаісных лікаў. У дадзеным прыкладзе адразу відаць, што ўсе 
адзначаныя дзеянні выконваюцца для любых пар ),( yx  рэчаісных лікаў x , y , 
дзе 0≠x . Такім чынам, абсягам вызначэння дадзенай функцыя з’яўляецца 
ўся плоскасць, акрамя тых пунктаў, у якіх абсцыса 0=x . 
 Падставіўшы 1=x , 1=y , знаходзім: 2)1;1( =f . Падставіўшы ў выраз 
функцыі 2−=x , 1=y , атрымаем 
2







f 1;1  
атрымаецца заменай аргументаў x  на 
x











 11;1 . Далей, 
x
yxyyxf +=−− );( . 
Прыклад 3. Знайсці абсяг вызначэння функцыі 221 yxz −−= . 
 Рашэнне. Паколькі ніякія дадатковыя абмежаванні на аргументы x  і y  
не накладзеныя, то абсяг вызначэння D  будзе складацца з усіх тых пунктаў 
плоскасці, для якіх дадзены аналітычны выраз прымае рэчаісныя значэнні. 
Для тага каб значэнні функцыі z  былі рэчаіснымі лікамі, падкарэнны выраз 
павінен быць неадмоўным, г. зн. 01 22 ≥−− yx , адкуль атрымліваем 
122 ≤+ yx . Гэтая няроўнасць вызначае замкнуты круг радыуса 1 з цэнтрам у 
















Прыклад 4. Знайсці абсяг вызначэння функцыі 22 14 yxz −+−= . 
Рашэнне. Першы складнік функцыі вызначаны пры 04 2 ≥− x  або 
42 ≤x . Другі складнік мае рэчаісныя значэнні, калі 01 2 ≥− y , г. зн. 12 ≤y . 
























Абсяг вызначэння зададзенай функцыі адлюстраваны на рыс 14 і 


















 Рашэнне. Пад абсягам вызначэння функцыі трох зменных, зададзенай 
формулай, разумеюць мноства ўсіх тых троек лікаў ),,( zyx  (г. зн. мноства 
пунктаў прасторы), для якіх формула, якая задае функцыю, мае сэнс у абсягу 
рэчаісных лікаў. Для выканання ўсіх адзначаных дзеянняў неабходна 
выкананне наступных трох умоў: 











 2) 0)1( >− zz , г. зн. 10 << z  (адначасовае выкананне няроўнасцей 
0<z , 01 <− z  немагчыма); 
 3) 09 2 >− y , г. зн. 3<y . 
 Пункты ў прасторы, каардынаты якіх задавальняюць умовам 1) – 3), 
запаўняюць паралелепіпед, які і з’яўляецца абсягам вызначэння дадзенай 














Рашэнне. Згодна з азначэннем лініі ўзроўню cyxf =),( , дзе constc = , 














x  з цэнтрам у пачатку 











Прыклад 7. Знайсці паверхні ўзроўню функцыі 222 yzxu −+= . 
Рашэнне. Раўнанне сукупнасці паверхняў узроўню мае выгляд 
cyzx =−+ 222 . Калі 0=c , то атрымліваем 0222 =−+ yzx  – конус; калі 
0>c , то cyzx =−+ 222  – сукупнасць аднаполасцевых гіпербалоідаў; калі 






1. Выразіць аб’ём V  правільнай трохвугольнай піраміды як функцыю 
яе вышыні x   і бакавога канта y . 
2. Выразіць плошчу трохвугольніка, калі яго перыметр p2 , як 

































=  у пунктах акружнасці 
222 =+ yx . 
5. Знайсці );( yxf , калі 2);( yxyyxyxf +=−+ . 
6. Знайсці і адлюстраваць абсягі вызначэння наступных функцый: 
1) 224 yxz −−= ;     2) 2)( yxz −−= ; 
3) )ln( yxz += ;      4) )44ln( 2yxz −+= ; 
5) )9ln(1 2222 yxyxz −−+−+= ;  6) 22 11 yxz −+−= ; 
7) yxz +−= ;     8) 
y
xz = ; 
9) 
yx
z 11 += ;      10) )ln(xyz = ; 






13) xyz sin⋅= ;     14) ))(sin( 22 yxz += π ; 








17) yxz arccos+= ;     18) zyxu ++= ; 
19) 2224 zyxz −−−= ;    20) 
zyxz arcsinarcsinarcsin ++= . 
7. Знайсці і пабудаваць лініі ўзроўню наступных функцый: 








xz += ;  5) xyz = ;   6) 2x










8. Знайсці паверхні ўзроўню функцый трох зменных: 
1) zyxu ++= 2 ;   2) 222 zyxu ++= . 
9. Пабудаваць графікі наступных функцый: 
















= ;   5) 22 22 ++= yxz ;   6) 22 yxz −= ; 








xcz −−⋅= . 
 
§ 2. Ліміт і непарыўнасць функцый дзвюх зменных 
 














 Рашэнне. Дадзены ліміт знаходзіцца пры ўмове )2;0();( →yxP . 











































































































 не існуе. 
Рашэнне. Няхай зменны пункт )0;0();( OyxP →  па прамой kxy = , дзе 

























. Пры імкненні пункта 




=  будзе мець розныя лімітавыя значэнні, а гэта значыць, што 
функцыя не мае ліміту ў пункце )0;0(O . 








Рашэнне. Усе адзначаныя дзеянні выконваюцца для любых пар 
рэчаісных лікаў ),( yx . Таму абсягам вызначэння дадзенай функцыі 











Для праверкі непарыўнасці функцыі возьмем адвольны пункт 












































(Пры вылічэнні ліміту функцыі мы карысталіся тэарэмамі аб дзеяннях з 
лімітамі, якія ў дадзеным выпадку маюць месца.) Такім чынам, дадзеная 
функцыя непарыўная на ўсёй плоскасці. 






















 сапраўды мае сэнс усюды, акрамя пачатку 
каардынат, а ў пачатку каардынат функцыя зададзена асобна. Непарыўнасць 
функцыі ўсюды, акрамя пачатку каардынат, таксама відавочная. Гэта лёгка 
праверыць аналагічным чынам, як і ў папярэднім прыкладзе. Засталося 















M n , якая, відавочна, імкнецца да 





















г. зн. складаецца цалкам з нулёў, значыць, ліміт яе таксама роўны нулю. 





































Паслядоўнасць значэнняў функцыі складаецца з лікаў 
3
1
, і яе ліміт роўны 
3
1 . 
Такім чынам, функцыя ў пункце )0;0(  мае разрыў. 


















Рашэнне. Функцыя губляе сэнс, калі назоўнік абарачаецца ў нуль. Але 
02 =− yx  або yx =2  – раўнанне парабалы. Такім чынам, дадзеная функцыя 










































































































































































11lim , калі пункт ),( yx рухаецца па крывой 
2xy = . 











, калі пункт ),( yx рухаецца па крывой 
2xy = . 




















































= ;     6) 
xy
z 1sin= . 
 
§ 3. Частковыя вытворныя 
 
 Прыклад 1. Знайсці частковыя вытворныя функцыі 2
3
y
xxz y += . 
Рашэнне. Як вядома, частковыя вытворныя знаходзяцца па звычайных 
правілах і формулах дыферэнцавання функцый адной зменнай. 
Пры адшуканні частковай вытворнай па x  лічым y  сталым; тады і 








 Пры дыферэнцаванні па y  лічым x  сталым, тады складнік yx  уяўляе 




xxxz yy −=′ . 
















z sinsin cos11cos ⋅⋅=⋅⋅=
∂
∂ . 





















Прыклад 3. Знайсці частковыя вытворныя функцыі трох аргументаў 
12323 +++= yxzyxu . 









































































































 Знайсці частковыя вытворныя функцый: 
1. axyyxz 344 −+= .   2. 
y





= .    4. )ln( 22 yxz += . 
5. 
x
yarctgz = .    6. )ln( 22 yxxz ++= . 
7. yxxez −= .    8. yxz = . 








= .   12. 
y







yu −+= .    14. zxyu )(= . 
15. Знайсці )3;4(xf ′  і )3;4(yf ′ , калі 
22),( yxyxf += . 



























































mod , калі ψθ sincos ⋅⋅= rx , 






































































































§ 4. Поўны дыферэнцыял функцыі 
 
Прыклад 1. Для функцыі xyxyxf += 22),(  знайсці поўны прырост і 
поўны дыферэнцыял. 







 Тут выраз yxxyxdf ∆⋅+∆+= )4(  ёсць поўны дыферэнцыял функцыі, а 
)2( xyx ∆+∆⋅∆  ёсць бясконца малая вышэйшага парадку ў параўнанні з 
бясконца малой 22 yx ∆+∆=ρ . 
 Прыклад 2. Знайсці поўны дыферэнцыял функцыі xyyxz 22 −= . 





















=  маем 
dyxyxdxyxydz )2()2( 22 −+−= . 













= . Знайсці du . 



























= − . 
Прыклад 4. Вышыня конуса =H  10 см, радыус асновы =R  5 см. Як 
зменіцца аб’ём конуса пры павялічэнні вышыні на 2 мм і памяншэнні 
радыуса асновы на 2 мм. 
Рашэнне. Аб’ём конуса HRV 2
3
1π= . Змяненне аб’ёму набліжана 
заменім яго дыферэнцыялам  
)2(
3
1 2dHRRHdRdVV +=≈∆ π . 




−≈−=⋅+−⋅⋅≈∆ ππV . 
Такім чынам, аб’ём конуса паменшыцца на 15,7 3см . 
Прыклад 5. Вылічыць набліжанна 01,403,1 . 
Рашэнне. Лік 01,403,1  можна разглядаць як значэнне функцыі 
yxyxfz == ),(  у пункце ),( yyxx ∆+∆+ , дзе 1=x ; 03,0=∆x ; 4=y ; 











+≈∆∆ ),(),( , або 
yxxxxyxxx yyyyy ∆⋅⋅+∆⋅⋅+≈∆+ −∆+ ln)( 1 . 
 Адкуль атрымліваем 
12,112,0101,01ln103,0141)03,01( 43401,04 =+=⋅+⋅⋅+≈+ + . 




Знайсці поўныя дыферэнцыялы функцый: 







= .     4. yxz 23 cossin += . 
5. yxyz ⋅= .    6. 
x
yarctgz = . 
7. y
x
eyxz ⋅+= .     8. 
y







= .    10. 2z


















12. Вылічыць набліжана 001,3)03,1( . 
13. Вылічыць набліжана 02,2)97,0( . 
14. Вылічыць набліжана 22 )04,8()03,6( + . 
15. Пры дэфармацыі цыліндра яго радыус R  павялічыўся з 2 да 2,05 дм, 
а вышыня H  паменшылася з 10 да 9,8 дм. Знайсці набліжана змяненне 
аб’ёму V  цыліндра паводле формулы dVV ≈∆ . 
16. Пры дэфармацыі конуса яго радыус R  павялічыўся з 30 да 30,1 см, 
а вышыня H  паменшылася з 60 да 59,5 см. Знайсці набліжана змяненне 
аб’ёму V  конуса паводле формулы dVV ≈∆ . 
17. Адна старана прамавугольніка =a  10 см, а другая старана =b  24 
см. Як зменіцца дыяганаль l  прамавугольніка, калі старану a  падоўжыць на 
4 мм, а старану b  пакараціць на 1 мм? Знайсці набліжана велічыню змянення 
дыяганалі l  і параўнаць з дакладнай. 
18. Закрытая скрынка мае вонкавыя памеры 10 см, 8 см і 6 см і 
зроблена з фанеры таўшчынёй у 2 мм. Вызначыць набліжана аб’ём 
затрачанага матэрыялу. 
19. Даказаць, што адносная памылка здабытку набліжана роўная суме 




§ 5. Дыферэнцаванне складаных функцый 
 





xz sin= , дзе tex = , 2ty = . 






























dz ttt ⋅⋅−=⋅⋅−⋅⋅= . 







































, калі ),( yxfz = , дзе uvx = , 
v
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∂  і 
xd
zd






















uarctgz = , дзе yxu sin= , yxv cos= . 
11. Даказаць, што калі )( 222 zyxu ++Φ= , дзе ψϕ coscos ⋅= Rx , 



































13. Даказаць, што функцыя ),( vufw = , дзе atxu += , btyv += , 








































= ϕ  задавальняе 










16. Раўнанні руху матэрыяльнага пункта 23tx = , 42ty = , 64tz = . З якой 
хуткасцю нарастае адлегласць гэтага пункта ад пачатку каардынат? 
 
§ 6. Частковыя вытворныя і дыферэнцыялы вышэйшых парадкаў 
 




xxz y += . 









xxxz yy −=′ . 











xxxz yy +=′′ . 














(Звярніце ўвагу на тое, што yxxy zz ′′=′′ , і праверце пры дапамозе падручніка, 











Прыклад 2. Знайсці частковыя вытворныя другога парадку функцыі 
)ln( 22 yxz += . 




















 Калі прадыферэнцаваць кожную з атрыманых вытворных па x  і па y , 







































































































































































. Гэтае раўнанне 
называецца раўнаннем Лапласа. Мы даказалі, што функцыя )ln( 22 yxz +=  
з’яўляецца адным з рашэнняў раўнання Лапласа. 
Прыклад 3. Знайсці поўны дыферэнцыял другога парадку функцыі 
123 22 −+−= yxyyxz . 


















































атрымліваем: 222 2)26(26 dydxdyxydxzd +−+= . 
Той жа вынік можна атрымаць і іншым шляхам. Знойдзем спачатку 
першы дыферэнцыял дадзенай функцыі: dyyxxdxyxydz )223()26( 2 +−+−= . 
Калі вылічыць дыферэнцыял ад dz , знойдзем zd 2 , пры гэтым dx  і dy  




























































yarctgz = . 









∂ 22  для наступных функцый: 
1) )sin( byaxz −= ; 2) 
y



























































































, калі )2( txarctgz −= . 
10. Паказаць, што функцыя 
r
z 1ln= , дзе 21
2
1 )()( yyxxr −+−= , 














11. Паказаць, што функцыя 
x



















































































































17. Знайсці zd 2  функцыі 22 yxz = . 
18. Знайсці zd 2  функцыі xyz ln= . 
19. Знайсці ud 2  функцыі xyzu = . 
20. Знайсці zd 2 , калі vuz = , дзе 
y
xu = , xyv = . 
21. Знайсці zd 2 , калі ),( vufz = , дзе axu = , byv = . 
22. Знайсці )2;1(df  і )2;1(2 fd , калі 
yxyxyxyxf ln10ln4),( 22 −−++= . 
 
§ 7. Дыферэнцаванне няяўных функцый 
 
Прыклад 1. Знайсці вытворную першага і другога парадку няяўнай 
функцыі )(xyy = , зададзенай раўнаннем 08ln2 =−− xyxe y . 
Рашэнне. Абазначым левую частку дадзенага раўнання праз ),( yxF  і 
знойдзем частковыя вытворныя  
x
yeyxF yx −=′
2),( , xxeyxF yy ln2),(
2 −=′ . 





















=′ .      (1) 





















Калі ў раўнанні 08ln2 =−− xyxe y  разумець пад y  тую самую 
няяўную функцыю, якая гэтым раўнаннем вызначаецца, то гэтае раўнанне 
абарачаецца ў тоеснасць, г. зн. левая частка роўная нулю пры ўсіх x , пры 
якіх вызначана няяўная функцыя )(xy . Тады і вытворная па x  ад левай 
часткі таксама роўная нулю:  
0ln222 =−′−′⋅+
x
yxyyxee yy .     (2) 
Адсюль знаходзім y′  і атрымліваем той жа выраз (1), што і раней. 
Для таго каб знайсці y ′′ , можна прадыферэнцаваць па x  выраз (1), але 
можна, што больш зручна (паколькі не трэба дыферэнцаваць дроб), 
прадыферэнцаваць па x  тоеснасць (2), памятаючы таксама, што y  і y′  – 










yxyyxeyyxeyeye yyyy . 



























, калі 33 3 axyzz =− . 
































































Прыклад 3. zyxxyz ++= . Знайсці dz . 































































1. Знайсці вытворную 
dx
dy  няяўнай функцыі )(xyy = , зададзенай 
раўнаннем 06422 =+−+ yxyx . 
2. Знайсці вытворную 
dx
dy  няяўнай функцыі )(xyy = , зададзенай 
раўнаннем xyy +=1 . 
3. Знайсці вытворную 
dx
dy  няяўнай функцыі )(xyy = , зададзенай 
раўнаннем 022 =− xy yexe . 
4. Функцыя )(xyy =  зададзена раўнаннем yxy ln+= . Знайсці y′  і y ′′ . 
5. Няхай раўнанне 
x
yarctgayx ⋅=+ 22ln  ( 0≠a ) вызначае функцыю 
)(xyy = . Знайсці y′  і y ′′ . 
6. Знайсці вуглавы каэфіцыент датычнай да крывой yyx 1022 =+  у 
пункце перасячэння яе з прамой 3=x . 
7. Знайсці вуглавы каэфіцыент датычнай да крывой 0233 =−+ axyyx  у 
пункце ( )aa, . 
8. Знайсці пункты, у якіх датычная да крывой 22222 =−++ yxyx  
паралельная: 1) восі Ox ; 2) восі Oy . 



















, калі 1coscoscos =⋅+⋅+⋅ xzzyyx . 


















































































16. Няхай раўнанне 08822 222 =+−−++ zxzzyx  вызначае функцыю 
),( yxzz = . Знайсці dz  і zd 2  у пункце )1;0;2( . 
 
§ 8. Датычная плоскасць і нармаль да паверхні 
 
Прыклад 1. Напісаць раўнанні датычнай плоскасці і нармалі да 
паверхні 22 2yxz +=  у пункце )3;1;1(M . 
Рашэнне. Знойдзем частковыя вытворныя дадзенай функцыі і іх 





























Як вядома, калі раўнанне паверхні ў дэкартавай сістэме каардынат 
зададзена ў яўнай форме ),( yxfz = , дзе ),( yxf  – дыферэнцавальная 
функцыя, то раўнанне датычнай плоскасці ў пункце );;( 000 zyxM  паверхні 
ёсць  
))(,())(,( 0000000 xyyxfxxyxfzz yx −′+−′=− .    (1) 
Тут ),( 000 yxfz = , а zyx ,,  – бягучыя каардынаты датычнай плоскасці. 




















.     (2) 
Калі скарыстаць формулы (1) і (2), будзем мець: 













− zyx  – раўнанні нармалі. 













x  у пункце );;( 000 zyxM . 
Рашэнне. У тым выпадку, калі раўнанне гладкай паверхні зададзена ў 
няяўнай форме 0),,( =zyxF  і 0),,( 000 =zyxF , раўнанне датычнай плоскасці 
да паверхні ў пункце );;( 000 zyxM  мае наступны выгляд: 
0))(,,())(,,())(,,( 000000000000 =−′+−′+−′ zzzyxFyyzyxFxxzyxF zyx .













xzyxF  і знойдзем частковыя 





































zzyxFz −=′ . 




























1. Напісаць раўнанні датычнай плоскасці і нармалі да паверхні 
22 yxz +=  у пункце )5;2;1( − . 





zyx  у пункце )4;3;4( . 













у пункце паверхні );;( 000 zyx . 
4. Напісаць раўнанні нармалі да паверхні 542 222 =−+ zyx  у пункце 
)1;2;1( . 
5. Правесці датычныя плоскасці да паверхні 2132 222 =++ zyx , 
паралельныя плоскасці 064 =++ zyx . 
6. Правесці датычныя плоскасці да паверхні 364 222 =++ zyx , 
паралельныя плоскасці 0=−+ zyx . 
7. Знайсці вуглы з восямі каардынат нармалі да паверхні 222 yxz −=  у 
пункце )0;2;2( . 
8. Знайсці вуглы з восямі каардынат нармалі да паверхні 
022 =−−+ yzxzyx  у пункце )2;2;0( . 
9. На паверхні 02222 =−−+ xzyx  знайсці пункты, у якіх датычныя 
плоскасці паралельныя каардынатным плоскасцям. 
10. У якім пункце датычная плоскасць да паверхні 224 yxz −−=  
паралельная плоскасці xOy ? Напісаць раўнанне гэтай датычнай плоскасці. 
 
§ 9. Экстрэмумы функцыі некалькіх зменных. Знаходжанне найбольшых 












Прыклад 1. Даследаваць на экстрэмум функцыю 568 33 +−+= xyyxz . 
Рашэнне. Знаходзім частковыя вытворныя yx
x





z 624 2 −=
∂
∂  і шукаем пункты, у якіх абедзве частковыя вытворныя 





















































. Для кожнага стацыянарнага пункта вылічым 
2BAC −=∆ . 










































zC , 0362 <−=−=∆ BAC . Такім чынам, у пункце )0;0(1M  
экстрэмуму няма. 

























































1;12M  функцыя мае мінімум, роўны 4min =z . 
Прыклад 2. Знайсці экстрэмум функцыі yxz 2+=  пры ўмове, што 
зменныя x  і y  задавальняюць раўнанню 522 =+ yx . 
Рашэнне. Функцыя Лагранжа мае выгляд 








∂ .  




























Яна мае два рашэнні:  
2
1
1 −=λ , 11=x , 21=y  і 2
1


















, то )(2 222 dydxFd += λ . 
Пры 11=x , 21=y , 2
1
1 −=λ  0
2 <Fd , значыць, у пункце )2;1(1P  функцыя 
yxz 2+=  мае максімум: 5max =z . Пры 12 −=x , 22 −=y , 2
1
2=λ  0
2 >Fd , 
значыць, у пункце )2;1(2 −−P  функцыя yxz 2+=  мае мінімум: 5min −=z .  
Прыклад 3. Знайсці найбольшае і найменшае значэнні функцыі 
3 22 )1()( −−= xyxz  у абсягу, які зададзены няроўнасцямі 22 ≤≤ xy . 
Рашэнне. Высветлім выгляд абсягу. Няроўнасць xy ≤2  паказвае на 
тое, што разглядаюцца пункты плоскасці, якія належаць частцы плоскасці, 
якая абмежаваная парабалай xy =2  (рыс 16) (бо ардынаты гэтых пунктаў не 
перавышаюць ардынаты пунктаў парабалы), і, акрамя гэтага, абсцысы гэтых 
пунктаў не перавышаюць 2. Такім чынам, адзначаныя пункты запаўняюць 































2)1(2 −−=′ xyz y . 
























Пры рашэнні гэтай сістэмы лічым, што 1≠x , бо ў выразе для xz′  маем 3 1−x  
у назоўніку. Калі рашыць сістэму, атрымаем 0=y  і 
5
3
=x . Вылічваем 










1 =z . 
Падазронымі на экстрэмум з’яўляюцца і ўсе пункты хорды 32MM , бо ў 
іх ∞=′xz  і 0=′yz . Ва ўсіх пунктах гэтай хорды 0=z . 
2. Даследуем функцыю z  на граніцы абсягу. Граніца парабалічнага 
сегмента складаецца з часткі парабалы 5324 MOMMM  і хорды 54MM . 
а) Даследуем функцыю спачатку на лініі 5324 MOMMM . Раўнанне 
гэтай лініі ёсць xy =2 . Падставіўшы x  замест 2y  у z , атрымаем 0≡z . Такім 
чынам, на гэтай частцы граніцы z  заўсёды роўны нулю. 
б) Даследуем цяпер функцыю на лініі 54MM . Раўнанне гэтай хорды 
ёсць 2=x . Калі падставіць 2=x  у z , атрымаем 22 yz −= . Пры руху па 
хордзе ад 4M  да 5M  зменная y  нарастае ад 2−  да 2 . Прасочым 
змяненне z . Маем yz 2−=′ , значыць, 0=′z  пры 0=y . Такім чынам, )0;2(6M  
– стацыянарны пункт для функцыі 22 yz −= ; знаходзім: 26 =z . На канцах 
прамежку змянення y , г. зн. у пунктах 4M  і 5M , значэнні 054 == zz . 
 
3. Параўноўваем усе знойдзеныя значэнні функцыі  і знаходзім , што 
найбольшае значэнне функцыі 2=z  дасягаецца ў 6M  і найменшае значэнне 




1. Даследаваць на экстрэмум функцыю 206922 +−++−= yxyxyxz . 
2. Даследаваць на экстрэмум функцыю 2263 yxyxyxz −−−+= . 
3. Даследаваць на экстрэмум функцыю yxyxyz 62 +−−= . 
4. Даследаваць на экстрэмум функцыю 824222 +−−−+= yxyxyxz . 
5. Даследаваць на экстрэмум функцыю 168 33 +−+= xyyxz . 
6. Даследаваць на экстрэмум функцыю yxxyz 242 −−= . 



















9. Знайсці ўмоўны экстрэмум функцыі 
yx
z 11 +=  пры 2=+ yx . 
10. Знайсці ўмоўны экстрэмум функцыі xyz =  пры 222 =+ yx . 
11. Знайсці ўмоўны экстрэмум функцыі 22 yxz +=  пры 623 =+ yx . 
12. Знайсці ўмоўны экстрэмум функцыі yxz 22 coscos +=  пры 
π=− xy 44 . 
13. Знайсці ўмоўны экстрэмум функцыі zyxu 22 +−=  пры 
9222 =++ zyx . 













x  ( 0>>> cba ). 
15. Знайсці найбольшае і найменшае значэнні функцыі yxz 21 ++=  у 
абсягу 0≥x , 0≥y , 1≤+ yx . 
16. Знайсці найбольшае і найменшае значэнні функцыі 
xyyxz 333 −+=  у абсягу 20 ≤≤ x , 21 ≤≤− y . 
17. Знайсці найбольшае і найменшае значэнні функцыі 22 yxz −=  у 
абсягу 122 ≤+ yx . 
18. Знайсці найбольшае і найменшае значэнні функцыі 
)sin(sinsin yxyxz +++=  у абсягу 
2
0 π≤≤ x , 
2
0 π≤≤ y . 
19. Знайсці найбольшае і найменшае значэнні функцыі 
)cos(coscos yxyxz +⋅⋅=  у абсягу π≤≤ x0 , π≤≤ y0 . 
20. Знайсці памеры адкрытага прамавугольнага басейна, які мае 
найменшую паверхню пры ўмове, што яго аб’ём роўны V . 
21. Знайсці памеры конуса найбольшага аб’ёму пры ўмове, што яго 
бакавая паверхня роўная S . 
22. Знайсці прамавугольны паралелепіпед з плошчай паверхні S , які 
мае найбольшы аб’ём. 
23. З усіх трохвугольнікаў з перыметрам p2  знайсці такі, які мае 
найбольшую плошчу. 












x  упісаць прамавугольны паралелепіпед 
найбольшага аб’ёму. 
25. Праз пункт ),,( cbaA  правесці плоскасць, якая ўтварае з 
каардынатнымі плоскасцямі тэтраэдр найменшага аб’ёму. 








x  датычная ўтварае з 











27. На гіпербале 422 =− yx  знайсці пункт, які меней аддалены ад 
пункта )2;0( . 
28. На парабале xy 42 =  знайсці пункт, які меней аддалены ад прамой 
04 =+− yx . 
 
§ 10. Вытворная па кірунку. Градыент 
 
Прыклад 1. Знайсці вытворную функцыі 22 2)( zxyzzyMu +−=  у 




 утварае з каардынатнымі восямі 
вострыя вуглы γβα ,, , прычым 
3
πα = , 
4
πβ = . 








coscos == πβ . 






11coscos1cos 22 =−−=−−= βαγ . 
Частковыя вытворныя функцыі 22 2)( zxyzzyMu +−=  у пункце 


























































1. Знайсці вытворную функцыі yxyxMu 23)( 22 +−+=  у пункце 
)0,0,0(0M  па кірунку, які ідзе ад гэтага пункта да пункта )0,4,3(M . 
2. Знайсці вытворную функцыі xyzzxyMu −+= 22)(  у пункце )2,1,1(M  












3. Знайсці хуткасць змянення скалярнага поля xyzMu =)(  у пункце 
)8,1,5( −M  па кірунку, які ідзе ад гэтага пункта да пункта )4,4,9(B . 
4. Вызначыць характар росту скалярнага поля 
222 575)( xyzzxyyzxMu +−=  па кірунку вектара kjil

848 +−=  у пункце 
)1,1,1(M . Знайсці велічыню хуткасці змянення дадзенага поля. 
5. Знайсці велічыню і кірунак градыента скалярнага поля 
xyzzyxMu 2)( 222 −++=  у пункце )2,1,1( −M . Вызначыць, у якіх пунктах 
градыент перпендыкулярны да восі Ox , у якіх пунктах ён роўны нулю. 
6. Знайсці градыент поля 222)( zyx
xMu
++
=  у пункце )2,2,1(M . 
7. Знайсці градыент скалярнага поля )(rfu = , дзе 222 zyxr ++= . 
8. Знайсці найбольшую хуткасць нарастання поля zxMu y −=)(  у 
пункце )4,2,2(0M . 
9. Знайсці найбольшую хуткасць нарастання поля )4ln()( 22 yxMu +=  
у пункце )0,4,6(M . 
 
Тэсты 




Частка А  
Для кожнага задання часткі А дадзена пяць адказаў, з якіх толькі адзін 
з’яўляецца правільным. Выканайце заданне і адзначце нумар правільнага 
адказу ў бланку адказаў. 







 , . Знайдзіце )3,3( −f . 
1) 
3
1 ;  2) 
4
1 ;  3) 
5
1 ;  4) 
2




А2. Дадзены наступныя функцыі: 














Для якой з адзначаных функцый уся плоскасць xOy , акрамя пункта ( )0 ;0 , 
будзе абсягам вызначэння? 











А3. Знайдзіце прырост функцыі 22 yxyxz +−= , калі x  і y  змяняюцца 
ад пункта ( )2 2;0М  да пункта ( )1,9 2,1;1М . 
1) 0,06; 2) 0,05; 3) 0,03; 4) 0,08; 5) 0,04. 




∂  функцыі 
y




; 2) 22 yx
x
−
; 3) 22 yx
x
−
− ; 4) 22 yx
x
+
− ; 5) 22 yx
y
+
−   




∂ 2  функцыі yxezu 23 −= .  
1) yxez 23 −− ;  2) yxez 223 − ;  3) yxez 22 − ;  4) yxez 23 − ;  5) yxez 232 −− . 





∂  функцыі ( )yxu 23sin −= . 
1) ( )yx 234cos − ;  2) )23cos(10 yx −− ;  3) 
)23cos(12 yx −− ; 
4) ( )yx 2310cos − ;  5) )23cos(4 yx −− . 
А7. Знайдзіце поўны дыферэнцыял функцыі ϕcos22ru = . 
1) ( ) ϕϕϕ drdrr 2sincos2 + ; 2) ( )ϕϕϕ drdrr 2sincos22 − ; 
3) ( ) ϕϕϕ drr sincos2 − ; 
4) ( ) ϕϕϕ ddrr 2sincos2 − ; 5) ( ) ϕϕϕ ddrr 2sincos2 + . 
А8. Знайдзіце 
dt
dz , калі 
y

























1ln − . 
Частка Б 
Кожнае заданне часткі Б рашыце і атрымайце адказ. Запішыце яго ў 
бланку адказаў. 
Б1. Знайдзіце значэнне частковай вытворнай уu'  функцыі 
ухеu =  у 
пункце ( )0 ,2А . 
Б2. Вылічыце значэнне поўнага дыферэнцыялу функцыі 
x
yz =  пры 
2=x , 1=y , 1,0=dx , 2,0=dy . 
Б3. Знайдзіце yx + , калі ( )yx  ,  − пункт мінімуму функцыі 
4422 +−+= yyxz .  
Б4. Пры дапамозе спосабу найменшых квадратаў знайдзіце залежнасць 
axy =  паміж велічынямі y  і x  па выніках вымярэнняў: 
x  2 4 6 8 10 
y  4,5 8,5 13 17 21 













Частка А  
Для кожнага задання часткі А дадзена пяць адказаў, з якіх толькі адзін 
з’яўляецца правільным. Выканайце заданне і адзначце нумар правільнага 
адказу ў бланку адказаў. 









− ; 2) 
15
13
− ; 3) 
13
12
− ; 4) 
17
12










= ;  б) ( )22ln xyz += ;  в) 22 yxz += ; 







Для якой з адзначаных функцый круг 122 ≤+ yx  будзе абсягам вызначэння? 
1) а);  2) б);  3) в);  4) г);  5) д). 
А3. Знайдзіце прырост функцыі xyz = , калі x  і y  змяняюцца ад 
пункта ( )2 1;0М  да пункта ( )2,2 1,1;1М . 
1) 0,46; 2) 0,42; 3) 0,64; 4) 0,24; 5) 0,26. 
А4. Знайдзіце частковую вытворную уu'  функцыі y














− ;  4) 
y
xx 22cos
1 ;  5) 
y
xx 2cos
1   





∂  функцыі 
y








































 функцыі ( )yxu 23sin −= . 
1) )23cos(18 yx −− ;  2) ( )yx 2327cos − ;  3) 
)23cos(27 yx −− ; 
4) ( )yx 2318cos − ;  5) ( )yx 232cos − . 











1) dyxydxy xx 1−− ;  2) ( )xdyydxyy x +− ln1 ;  3) dyxydxy xx 1−+ ; 
4) dyxyydxy xx +ln ; 5) dyyydxy xx 1ln −+ . 
А8. Знайдзіце 
dt
dz , калі yxez 23 += , дзе tx cos= , 2ty = . 
1) ( )tte tt sin3422cos3 ++ ; 2) ( )tte tt sin22cos3 ++ ; 3) ( )tte tt sin4322cos3 ++ ; 
4) ( )tte tt sin3422cos3 −+ ; 5) ( )tte tt sin4322cos3 −+ . 
 
Частка Б 
Кожнае заданне часткі Б рашыце і атрымайце адказ. Запішыце яго ў 
бланку адказаў. 
Б1. Знайдзіце значэнне частковай вытворнай xu'  функцыі 
ухеu =  у 
пункце ( )0 ,2А . 
Б2. Вылічыце значэнне поўнага дыферэнцыялу функцыі xyez =  пры 
1=x , 2=y , 1,0−=dx , 1,0=dy . 
Б3. Знайдзіце yx + , калі ( )yx  ,  − пункт мінімуму функцыі 
( ) ( )22 324 −++= yxz .  
Б4. Пры дапамозе спосабу найменшых квадратаў знайдзіце залежнасць 
axy =  паміж велічынямі y  і x  па выніках вымярэнняў: 
x  1 2 3 4 5 6 
y  1,4 3 4 5,5 7 8,5 




Частка А  
Для кожнага задання часткі А дадзена пяць адказаў, з якіх толькі адзін 
з’яўляецца правільным. Выканайце заданне і адзначце нумар правільнага 
адказу ў бланку адказаў. 







 , . Знайдзіце )2,2( −f . 
1) 
4
1 ;  2) 
5
1 ;  3) 
2
1 ;  4) 
3
1 ;  5) 
6
1 . 
А2. Дадзены наступныя функцыі: 
а) 
ух








= ;  д) yxz −= . 
Для якой з адзначаных функцый уся плоскасць xOy , акрамя пунктаў прамой 
xy = , будзе абсягам вызначэння? 











А3. Знайдзіце прырост функцыі xyz = , калі x  і y  змяняюцца ад 
пункта ( )2 1;0М  да пункта ( )1,9 1;1М . 
1) –0,2; 2) –0,6; 3) 0,2; 4) –0,4; 5) –0,1. 































−   




∂ 2  функцыі 
у
хz arcsin= .  
1) 








( ) 2322 xy
x
−
− ;  4) 














∂  функцыі 
у




; 2) 0 ;  3) 3
1
у
− ;  4) 3
1
у
































−   
А8. Знайдзіце вытворную 
dx
du  складанай функцыі yzzyu ++= 22 , 
xey = , xz sin= . 
1) ( ) xxxee xx sin2cossin2 2 ++− ;  2) 
( ) xxxee xx sin2cossin2 2 +−− ; 
3) ( ) xxxee xx sin2cossin2 2 −−+ ;  4) 
( ) xxxee xx sin2cossin2 2 +++ ; 
5) ( ) xxxee xx sin2cossin2 −++ . 
 
Частка Б 
















у пункце ( )1 ,1−А . 
Б2. Вылічыце значэнне поўнага дыферэнцыялу функцыі 43 yxz +=  
пры 1=x , 2=y , 03,0=dx , 01,0−=dy . 
Б3. Знайдзіце yx + , калі ( )yx  ,  − пункт мінімуму функцыі 
( )22 23 −+= yxz .  
Б4. Пры дапамозе спосабу найменшых квадратаў знайдзіце залежнасць 
axy =  паміж велічынямі y  і x  па выніках вымярэнняў: 
x  1 2 3 4 5 6 
y  0,2 0,5 0,7 1 1,3 1,5 




Частка А  
Для кожнага задання часткі А дадзена пяць адказаў, з якіх толькі адзін 
з’яўляецца правільным. Выканайце заданне і адзначце нумар правільнага 
адказу ў бланку адказаў. 







= . Знайдзіце ( ) ( )1 ,22 ,1 ff . 
1) 5;  2) 4;  3) 3;  4) 2;  5) 1. 
А2. Дадзены наступныя функцыі: 
а) yxz += ; б) 
xy
z 1= ; в) 
yx
z 11 += ; г) yxz += ; д) 
yxz −= . 
Для якой з адзначаных функцый I квадрант ,0>x , 0>y  будзе абсягам 
вызначэння? 
1) а);  2) б);  3) в);  4) г);  5) д). 
А3. Знайдзіце прырост функцыі xyz =  калі x  і y  змяняюцца ад пункта 
( )2 1;0М  да пункта ( )2 1,1;1М . 
1) 0,1; 2) 0,3; 3) 0,4; 4) 0,2; 5) 0,5. 


























































∂  функцыі 
y
xz arcsin= .  
1) 




( ) 2322 xy
x
−
− ; 3) 




















432234 543 yxyyxyxxz −+−+= . 
1) yx 1618 +− ;  2) yx 1618 + ;  3) yx 1816 + ;  4) yx 1816 + ;  5) yx 1618 − . 
А7. Знайдзіце поўны дыферэнцыял функцыі s
t














































А8. 22 yxyxz ++= , дзе tx sin= , ty cos= . Знайдзіце 
dt
dz . 
1) t2cos− ; 2) t2sin ; 3) t2cos ; 4) t2sin− ; 5) t2sin . 
 
Частка Б 
Кожнае заданне часткі Б рашыце і атрымайце адказ. Запішыце яго ў 
бланку адказаў. 
Б1. Знайдзіце значэнне частковай вытворнай xu'  функцыі 
22 yхu +=  
у пункце ( )1 ,1А . 
Б2. Вылічыце значэнне поўнага дыферэнцыялу функцыі xyxz += 2  
пры 2=x , 1=y , 01,0=dx , 02,0=dy . 
Б3. Знайдзіце максімум функцыі ( ) 333 , yxxyyxf −−= . 
Б4. Пры дапамозе спосабу найменшых квадратаў знайдзіце залежнасць 
axy =  паміж велічынямі y  і x  па выніках вымярэнняў: 
x  1 2 3 4 5 6 
y  2,2 4,5 6,7 9 11 13,
5 















Кантрольная работа па раздзелу  




1. Знайсці і адлюстраваць на плоскасці абсяг вызначэння функцыі 
xy
z 1= . 
2. Знайсці частковыя вытворныя першага і другога парадкаў наступных 
функцый: 
1) 222 )23( yxyxz +−= ;   2) )1ln( 2 xzzxyu +⋅−= . 
3. Скарыстаўшы дыферэнцыял, вылічыць набліжана 1,002⋅2,0033⋅ 99,3 . 
4. Вылічыць у пункце M(2, 0, 1) значэнні частковых вытворных функцыі, 
зададзенай раўнаннем 2x2–cos(yz2)+exz=0. 
5. Вылічыць у пункце M(3, 2, 1) у напрамку вектара e (5, 4, 2) вытворную 
функцыі u=xy2z3. 
6. Скласці раўнанне датычнай плоскасці да паверхні z=x2–3xy+y2–x у пункце  
M(1, 1, –2). 




















= ;    2) 32arcsin zyxu −= . 
3. Скарыстаўшы дыферэнцыял, вылічыць набліжана 32 97,103,1 + . 









1,1  значэнні частковых вытворных функцыі, 
зададзенай раўнаннем 0)ln(1arccos =−+− zxyxyz . 
5. Вылічыць у пункце M(1, 1) у напрамку вектара e (1, –1) вытворную 
функцыі z=ln(x3+y2). 
6. Скласці раўнанне датычнай плоскасці да паверхні 23 24 xyxyxz −−=  у 
пункце M(2, 2, –16). 















1. Знайсці і адлюстраваць на плоскасці абсяг вызначэння функцыі 
11 22 −+−= yxz . 






= ;    2) yzxu = . 
3. Скарыстаўшы дыферэнцыял, вылічыць набліжана sin31°⋅tg44°. 
4. Вылічыць у пункце M(2, 1, 2) значэнні частковых вытворных функцыі, 
зададзенай раўнаннем 2xyz2+(4y3–2xy2)z+3x2y2–4=0. 
5. Вылічыць у пункце M(1, 1, 2) у напрамку вектара e (1, 0, –2) вытворную 
функцыі 32 zxyu += . 
6. Скласці раўнанне датычнай плоскасці да паверхні z=1+x2+y2 у пункце 
M(1, 2, 6). 




1. Знайсці і адлюстраваць на плоскасці абсяг вызначэння функцыі 
z=arcsinx+arctgy. 









yxz ;    2) 3 2 )cos(yzyzxu −= . 
3. Скарыстаўшы дыферэнцыял, вылічыць набліжана (0,94)2,98. 
4. Вылічыць у пункце M(1, 1, 0) значэнні частковых вытворных функцыі, 
зададзенай раўнаннем 0)ln( 2 =−+− xyezxy xyz . 
5. Вылічыць у пункце M(1, 1) у напрамку вектара e (6, 7) вытворную функцыі 
z=x2+y2–2xy. 
6. Скласці раўнанне датычнай плоскасці да паверхні x2+y2+z2=3 у пункце 
M(1, 1, 1). 




1. Знайсці і адлюстраваць на плоскасці абсяг вызначэння функцыі z=ln(xy). 
2. Знайсці частковыя вытворныя першага і другога парадкаў наступных 
функцый: 
1) 332 )62( yxxyz −−= ;   2) )ln( 32 zxyzxyu ⋅−= . 











4. Вылічыць у пункце M(0, 2, 1) значэнні частковых вытворных функцыі, 
зададзенай раўнаннем 2y2–cos(xz2)+eyz=0. 




π , 0) у напрамку вектара e (1, 2, 1) вытворную 
функцыі u=cos(x–yz). 
6. Скласці раўнанне датычнай плоскасці да паверхні z=ln(1+2xy2) у пункце  
M(1, 0, 0). 




















= ;    2) )cos(arccos 2 yzxyu −= . 
3. Скарыстаўшы дыферэнцыял, вылічыць набліжана arctg0,99⋅cos46°. 









1,1  значэнні частковых вытворных функцыі, 
зададзенай раўнаннем 0)ln(1arcsin =−+− xyzxyz . 
5. Вылічыць у пункце M(1, 0) у напрамку вектара e (1, –1) вытворную 
функцыі yxyxez 23
2 +−= . 
6. Скласці раўнанне датычнай плоскасці да паверхні yxxyyz 23 24 −−=  у 
пункце M(2, 2, –16). 




1. Знайсці і адлюстраваць на плоскасці абсяг вызначэння функцыі 
41 22 −+−= yxz . 









= ;    2) 
xzyxu = . 
3. Скарыстаўшы дыферэнцыял, вылічыць набліжана 43 98,1502,8 ⋅ . 
4. Вылічыць у пункце M(2, 1, 0) значэнні частковых вытворных функцыі, 











5. Вылічыць у пункце M(2, 0, 2) у напрамку вектара e (1, 2, 1) вытворную 
функцыі 3 22 zxyxu +−= . 
6. Скласці раўнанне датычнай плоскасці да паверхні z2=x2+y2+1 у пункце 
M(–1, 2, 6). 




1. Знайсці і адлюстраваць на плоскасці абсяг вызначэння функцыі z=arccos
x
y . 







= arctg ;    2) 322 yzxyxu +−= . 
3. Скарыстаўшы дыферэнцыял, вылічыць набліжана (1,05)3,97. 
4. Вылічыць у пункце M(1, 1, 0) значэнні частковых вытворных функцыі, 
зададзенай раўнаннем 12)ln( =+− ⋅zxyzxy . 
5. Вылічыць у пункце M(1, 1) у напрамку вектара e (2, 1) вытворную функцыі 
221arccos yxz −= . 
6. Скласці раўнанне датычнай плоскасці да паверхні x2+y2+z2=4 у пункце 
M(1, 1, – 2 ). 




§ 1. Паняцце функцыі некалькіх зменных. Абсяг вызначэння функцыі. 




3 22 xyxV −= . 2. ))()(( pyxypxppS −+−−= . 3. 3)2;1( −=f ; 
4





























2 xyxyxf −= . 6. 1) { }4);( 222 ≤+∈ yxRyx ; 2) { }yxRyx =∈ 2);( ;  
3) { }xyRyx −>∈ 2);( ; 4) { }xyRyx 44);( 22 +<∈ ;  
5) { }91);( 22222 <+∧≥+∈ yxyxRyx ; 6) { }11);( 2 ≤∧≥∈ yxRyx ;  
7) { }00);( 2 ≤∧≤∈ yxRyx ; 8) { }0);( 2 ≠∈ yRyx ; 9) { }00);( 2 ≠∧≠∈ yxRyx ;  











13) { }0)22()12(0)12(2);( 2 ≤∧+≤≤+∪≥∧+≤≤∈ ynxnynxnRyx ππππ , 
Nn∈ ; 
14) { }kyxkRyx 212);( 222 +≤+≤∈ , дзе 0Zk∈ ; 15) 
{ }42);( 222 ≤+≤∈ yxRyx ; 
16) { }xyRyx <∈ 2);( ; 17) { }11);( 2 ≤≤−∧+∞<<∞−∈ yxRyx ; 
18) { }000);;( 3 ≤∧≥∧≥∈ zyxRzyx ; 19) { }4);;( 2223 ≤++∈ zyxRzyx ; 
20) { }111);;( 3 ≤∧≤∧≤∈ zyxRzyx . 7. 1) Cyx =+2 ; 2) )0(22 >=+ CCyx ;  








x ; 5) Cxy = ; 6) C
x
y
=2 ; 7) 
2)1( xCy += ; 
8) Cyx −=+ 4 ; 9) xyxC 2)( 22 =+ . 8. 1) Плоскасці Czyx =++2 ;  
2) сферы 2222 Czyx =++ . 
 
§ 2. Ліміт і непарыўнасць функцый дзвюх зменных 
 
1. 1) 0; 2) 
4
1
− ; 3) 1; 4) 
2
1 ; 5) 4− ; 6) 0; 7) 1; 8) e ; 9) 1; 10) 3 ; 11) ліміт не 
існуе; 
12) ліміт не існуе; 13) 0 . 2. e . 3. 
2
1 . 4. Непарыўная. 5. 1) )0;0( ; 2) xy −= ;  
3) 122 =+ yx ; 4) )0;0( ; 5) xy = ; 6) лініі разрыву 0=x  і 0=y . 
 








z 34 3 −=
∂
















































































































































































































∂ . 15. 
5
4  і 
5
3 . 16. 1)0;2;1( =′xf ; 2
1)0;2;1( =′yf ; 2






− . 18. r . 19. ψsin2r . 
 
§ 4. Поўны дыферэнцыял функцыі 
 





























































= .  
11. )435(
25
1)5;4;3( dydxdzdf −−= . 12. 09,1 . 13. 94,0 . 14. 05,10 . 15. π2,1  3дм .  
16. π30−  3см . 17. 062,0=dl  см ; 065,0=∆l  см . 18. 75 3см . 
 
§ 5. Дыферэнцаванне складаных функцый 
 
1. )( tt ee
dt















du . 3. 0=
dt































































































































































































∂ . 15. )()(),( yxyxu ψϕ += .  

























































21. 22222 ),(),(2),( dyvufbdxdyvufabdxvufazd vvuvuu ′′+′′+′′= . 
22. 0)2,1( =df ; 222 5,426)2,1( dydxdydxfd ++= . 
 



























































=′′ . 6. 
4
3
± . 7. 1− . 8. 1) )3;1(−  і )1;1( −− ;  





































































































ayzd −+−−= .  
16. 0=dz , )(
15
4 222 dydxzd += . 
 
§ 8. Датычная плоскасць і нармаль да паверхні 
 

















































− zyx . 5. 2164 ±=++ zyx .  
6. 9±=−+ zyx . 7. 
3
2cos =α ; 
3
2cos −=β ; 
3
1cos −=γ . 8. 
3
1cos =α ; 
3
1cos −=β ; 
3
1cos =γ . 9. Датычныя плоскасці паралельныя плоскасці xOz  у пунктах 
)0;1;1( ± ; 
паралельныя плоскасці yOz  у пунктах )0;0;0(  і )0;0;2( . Пунктаў, у якіх 
датычная плоскасць паралельная плоскасці xOy , няма. 10. 4=z . 
 
§ 9. Экстрэмумы функцыі некалькіх зменных. Знаходжанне найбольшых 
і найменшых значэнняў функцыі некалькіх зменных 
 
1. 1min −=z  пры 1,4 =−= yx . 2. 0min =z  пры 0,0 == yx . 3. 12max =z  пры 











4. 0min =z  пры 2== yx . 5. 0min =z  пры 2
1,1 −== yx . 6. Экстрэмумаў няма. 
7. 3max =z  пры 1,1 −== yx . 8. 
2
max 8
−= ez  пры 2,4 −=−= yx . Пры 0== yx  
экстрэмуму няма. 9. 2min =z  пры 1== yx . 10. 1max =z  пры 1±== yx ; 
1min −=z  пры 1±=−= yx . 11. 13
36










пры ππ kx +=
8







=z  пры ππ kx +=
8
3 , ππ ky +=
8
5 . 
13. 9min −=u  пры 1−=x , 2=y , 2−=z ; 9max =u  пры 1=x , 2−=y , 2=z . 
14. au =max  пры ax ±= , 0== zy ; cu =min  пры czyx ±=== ,0 . 
15. Найбольшае значэнне 3=z  пры 1,0 == yx . 16. Найбольшае значэнне 
13=z  пры 2=x , 1−=y ; найменшае значэнне 1−=z  пры 1== yx  і пры 
0=x , 1−=y . 
17. Найбольшае значэнне 1=z  пры 1±=x , 0=y ; найменшае значэнне 1−=z  
пры 0=x , 1±=y . 18. Найбольшае значэнне 
2
33
=z  пры 
3
π
== yx ; 
найменшае значэнне 0=z  пры 0== yx . 19. Найбольшае значэнне 1=z  пры 
0== yx ; π=x , 0=y ; 0=x , π=y ; π=x , π=y . Найменшае значэнне 
8
1












=y . 20. 3 2Vyx == , 
2
23 Vz = . 21. 
3π
SR = . 22. Куб.  













x .  
26. 
2
ax ±= , 
2
bx ±= . 27. )1;5(± . 28. )2;1( . 





− . 2. 5 . 3. 
13
92
− . 4. 12 ; нарастае. 5. kjiMugrad

666)( 0 +−= ; 
108=gradu ; для ўсіх пунктаў M  паверхні yzx =  ugrad  
перпендыкулярны восі Ox ; у пунктах )1,1,1(1M , )1,1,1(2 −−M , )1,1,1(3 −−M , 
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